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江苏省南通市海安市 2025届高三下学期期初学业质量监测数学试题❖

一、单选题：本题共 8 小题，每小题 5 分，共 40 分.在每小题给出的选项中，只有一项是符合

题目要求的.

1. 已知集合
 1,0,1,3M  

，集合
2{ | 2 }N x x x  ，则M N （ ）

A.  3 B.  0,3 C.  1,0 D.  1,0,3

【答案】D

【解析】

【分析】解一元二次不等式，再根据集合的交集的定义计算即可.

【详解】解： 2 2x x ，得， 0x  ，或 2x  ；

{ | 0,N x x   或 2}x  ，又  1,0,1,3M   ，

 1,0,3 .M N   

故选：D.

2. 已知复数 z满足
1 i1
1 i

z 
 


，则 z （ ）

A. 1 i B. 1 i C. 1 i  D. 1 i 

【答案】A

【解析】

【分析】根据复数的四则运算求解即可.

【详解】因为
1 i1
1 i

z 
 


，

所以
   
   
1 i 1 i1 i 1 1 i 1.

1 i 1 i 1 i
z

 
      

  

故选：A.

3. 已知数列 na 为等比数列， 1 512a  ，公比
1
4

q  ，则数列 na 的前 n项积 nT 最大时， n （ ）

A. 4 B. 5 C. 6 D. 7

【答案】B

【解析】

【分析】根据条件得到 1

512
4n na  ，从而有1 5n  时， 1na  ， 6n  时， 0 1na  ，即可求解.
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【详解】因为 1 512a  ，公比 q  1
4
，则

1

1

1 512512
4 4

n

n na




    
 

，

所以当1 5n  时， 1na  ；当 6n  时，0 1na  ，

又 nT 是数列 na 的前 n项积，则当 5n  时， nT 取得最大值，

故选：B.

4. 已知钝角 x满足：
πsin 2cos2
4

x x   
 

，则 sin2x （ ）

A.
1
2

 B. 1
2 C.

3
4

 D.
3
4

【答案】C

【解析】

【分析】利用两角差的正弦公式，结合 x为钝角，可求得
1cos sin
2

x x  或 cos sin 0x x  ，进而两边平

方可求得 sin2x .

【详解】由
πsin 2cos2
4

x x   
 

，得    2 2cos sin 2 cos sin cos sin
2 2

x x x x x x    ，

x 为钝角，则 cos 0,sin 0x x ，则 cos sin 0x x  ，

1cos sin
2

x x   或 cos sin 0(x x  舍 )，

11 2sin cos
4

x x   ，得
32sin cos
4

x x   ，

即
3sin2 .
4

x  

故选：C.

5. 已知非零向量 b

在向量 a上的投影向量为

1
2
a， 2a ，则 ( )b a a 

  
（ ）

A. 2 B. 2 C. 1 D.
1
2



【答案】A

【解析】

【分析】利用投影向量的意义及数量积的运算律求解即得.

【详解】由非零向量 b

在向量 a上的投影向量为

1
2
a，得

2

1
2| |

b a a a
a




   
 ，则

2

1
2| |

b a
a




 
 ，而 2a 

r
，

因此 2b a 
 

，所以
2 2( ) 2 2 2b a a b a a        

     
.
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故选：A

6. 为推广新能源汽车，某地区决定对续航里程达到一定标准的新能源汽车进行补贴.已知某品牌新能源汽车

的续航里程 ( 单位： km)服从正态分布  2400 50 .N ， 补贴政策为：续航里程不低于 350km 的车辆补贴 2

万元，超过 450km的车辆额外再补贴 1万元，则该品牌每辆新能源汽车的平均补贴金额约为（ ）附：若

 2X N   ， ，则   0.6826).P X    

A. 1.52万元 B. 1.68万元 C. 1.84万元 D. 2.16万元

【答案】C

【解析】

【分析】根据正态分布分别求出350 450  和 450  时的概率，再根据数序期望公式求解.

【详解】由题意，得  350 450 0.6826P    ，

0.6826( 450) 0.5 (400 450) 0.5 0.1587
2

P P         ，

则该品牌每辆新能源汽车的平均补贴金额约为0.6826 2 0.1587 3 1.84    万元.

故答案为：C

7. 已知函数   2( )f x x x a  的极大值为
1
2
，则 a （ ）

A.
3
2

 B.
2
3

 C.
2
3

D.
3
2

【答案】D

【解析】

【分析】借助导数，判定函数单调性，再结合极大值为
1
2
，求 a，验证即可.

【详解】解：由题意，   2 3 2 2( ) 2f x x x a x ax a x     ，

则      2 23 4 3f x x ax a x a x a      ，

令   0f x  ，解得
3
ax  或 x a ，

当 0a  时，  f x 在 ,
3
a  

 
，  ,a  上满足   0f x  ，  f x 单调递增，

在 ,
3
a a 

 
 

上满足   0f x  ，  f x 单调递减，

所以  f x 在
3
ax  处取得极大值，

3
2 4 1( )

3 3 3 27 2
a a a af a      

 
，解得

3
2

a  ，
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当 0a  时，  f x 在  ,a ， ,
3
a  

 
上满足   0f x  ，  f x 单调递增，

在 ,
3
aa 

 
 

上满足   0f x  ，  f x 单调递减，

所以  f x 在 x a 处取得极大值，   10
2

f a   ，不符合题意，

当 0a  时，   23 0f x x  ，  f x 在 R上单调递增，无极值，不符合题意，

综上所述，
3
2

a  .

故选：D.

8. 设圆 2 2: 2O x y  上两点  1 1,A x y ,  2 2,B x y 满足 1 2 1 2 4y y x x    ，则 AB （ ）

A. 1 B. 2 C. 2 D. 2 2

【答案】D

【解析】

【 分 析 】 设    2 cos , 2 sin 2 cos , 2 sinA B   ， ， 得

2sin 2sin 2cos 2cos 4       ，利用三角恒等变换可得 2sin 2sin 4
4 4
            

   
，

结合三角函数值的有界性，可得 sin 1 sin 1
4 4
            

   
， ，进而计算可求解.

【详解】设    1 1 2 22cos , 2sin 2cos , 2sin 0,2 π , 0,2πx y x y          ， ， ，

由 1 2 1 2 4y y x x    ，

可得 2sin 2sin 2cos 2cos 4       ，

即  2sin 2cos 2sin 2cos 4        ，

即
π π2sin 2sin 4
4 4

           
   

，

因为
π π1 sin 1 1 sin 1
4 4

              
   

， ，

所以
π πsin 1 sin 1
4 4

           
   

， ，
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又
π π 7π π π 7π
4 4 4 4 4 4

        ， ，

所以
π 3π π π
4 2 4 2

    ， ，

即
7π 3π
4 4

  ， ，

所以  1, 1A  ，  1,1B  ，

所以 2 2(1 1) ( 1 1) 2 2AB       .

故选：D.

【点睛】关键点点睛：关键在于利用三角代换，结合三角函数的有界性求解.

二、多选题：本题共 3 小题，共 18 分.在每小题给出的选项中，有多项符合题目要求.全部选

对的得 6 分，部分选对的得 2 分，有选错的得 0 分.

9. 为研究某种树的树高和胸径的关系，某人随机测量了 10棵该品种树的胸径 (x 单位：cm)和树高 (y 单位：

m)的数据   , 1 2 10i ix y i  ，， ， ，已知其中一组数据为  38.4,23.7 ，且
10

1
291.6i

i
x



 ，求得回归方程为

0.25 15y x 


，并绘制了如下残差图，则（ ）

A. 由残差图可判定树高与胸径的关系符合上述回归模型

B. 该种树的平均树高约为 22.29m

C. 数据  38.4,23.7 对应的残差为 0.9

D. 删除一组数据  38.4,23.7 后，重新求得的回归直线的斜率变小

【答案】ABC

【解析】

【分析】对于 A：分析残差图判断模型拟合程度，且集中在 0 附近，所以由残差图可判定树高与胸径的关

系符合上述回归模型，判定的即可；对于 B：根据回归方程经过样本中心，代入计算即可；对于 C：运用残

差概念，计算残差即可；对于 D：分析删除一组数据对回归直线斜率的影响即可.

【详解】解：对于 A：分析残差图判断模型拟合程度，由残差图可知，残差分布比较均匀，且集中在 0附

近，所以由残差图可判定树高与胸径的关系符合上述回归模型，选项 A正确；



第 6页/共 20页
学科网（北京）股份有限公司

对于 B：已知
10

1
291.6i

i
x



 ，则样本中心点的横坐标
10

1

1 291.6 29.16
10 10i

i
x x



   ，将 29.16x  代入回

归方程 0.25 15y x 


，可得 0.25 29.16 15 7.29 15 22.29y       ，所以该种树的平均树高约为

22.29m，选项 B正确；

对于 C：计算数据  38.4,23.7 对应的残差，当 38.4x  时， 0.25 38.4 15 9.6 15 24.6y      


，残差

为 23.7 24.6 0.9y y    


，选项 C正确；

对于 D：分析删除一组数据对回归直线斜率的影响，删除数据  38.4,23.7 后，因为38.4大于样本中心点的

横坐标 29.16，且 23.7小于通过回归方程计算出的38.4对应的预测值 24.6，所以删除该点后，样本中心

点向左下方移动，重新求得的回归直线的斜率变大，选项 D错误.

故选：ABC.

10. 已知函数    sin 1 cosf x x x  ，则（ ）

A.  f x 的零点为  2 π Zk k

B.  f x 在 π π ， 上的最大值与最小值之和为 0

C. 直线 πx  是  f x 的图象的一条对称轴

D. 0是函数  y xf x 的极小值点

【答案】BD

【解析】

【分析】令   0f x  可判断 A；由  f x 为奇函数可判断 B；由对称性的性质计算    π πf x f x   可

判断 C；对  y xf x 求导，求出函数的单调性，由极小值点的定义可判断 D.

【详解】解：对于 A，函数  f x 的零点即    sin 1 cos 0f x x x   时 x的值，

因为  sin 1 cos 0x x  ，则 sin 0x  或1 cos 0x  ，

当 sin 0x  时， πx k ， Z;k

当1 cos 0x  ，即 cos 1x  时， 2x k ， Zk ，

所以  f x 的零点为 k ， Zk ，A选项错误;

对于 B，因为      sin 1 cosf x x x f x      ，所以  f x 为奇函数，
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所以  f x 在   ， 上的最大值与最小值之和为 0，B选项正确;

对于 C，        π sin π 1 cos π sin 1 cosf x x x x x          ，

       π sin π 1 cos π sin 1 cosf x x x x x         ，

   π πf x f x   ，所以直线 πx  不是  f x 的图象的一条对称轴，C选项错误；

对于 D，令      sin 1 cosg x xf x x x x   ，

则       2sin cos 1 cos sing x x x x x x x    ，

当
π 0
2

x    
 

， 时， sin cos 0x x x  ， 2sin 0x x  ，

所以   0g x  ，  g x 单调递减，

又    g x xf x 为偶函数，所以
π0
2

x   
 
， 时，  g x 单调递增，

所以 0是函数  y xf x 的极小值点，D选项正确.

故选:BD.

11. 如图所示的曲线 C过原点 O，且 C上的任意一点到定点  0,F t 的距离与到直线 : 2l y  的距离之积为

4，则（ ）

A. 2t  

B. C恰好经过 3个整点 (即横、纵坐标均为整数的点 )

C. C上存在两点关于直线 2y x  对称

D. C与圆 2 2( 2) 1x y   交点的个数为 2

【答案】ABD
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【解析】

【分析】设曲线 C上任意一点  ,P x y ，由两点间距离公式得到曲线 C的方程.对于 A：根据曲线 C过原点

 0,0O 运算求解即可；对于 B：分析可知曲线 C中 2 2,0y     ，代入检验即可得结果；对于 C：假设

C上存在两点关于直线 2y x  对称，平移图象可得  2 2 2( 4) 16x y y   ，分析可知 8y x  与曲线

 2 2 2( 4) 16x y y   不相交；对于 D：联立方程运算求解即可.

【详解】设曲线 C上任意一点  ,P x y ，由图可知 0y  ，

根据两点间距离公式点  ,P x y 到定点  0,F t 的距离为 2 2( ) ;x y t 

根据点到直线的距离公式，点  ,P x y 到直线 : 2l y  的距离为 2 .y 

已知曲线 C上的任意一点到定点  0,F t 的距离与到直线 : 2l y  的距离之积为 4，

则可得 2 2( ) 2 4x y t y     两边平方可得  22 2( 2) 16x y t y      .

对于选项 A：因为曲线 C过原点  0,0O ，将原点坐标代入上式可得 24 16t  ，解得 2.t  

当 2t  时，由图可知显然不满足 C上的任意一点到定点  0,F t 的距离与到直线 : 2l y  的距离之积为 4，

舍去，

故 2t   ，故选项 A正确；

对于选项 B：当 2t   时，  22 22 ( 2) 16x y y      ，

令 0x  ，解得 0y  或 2 2y   ，所以曲线 C中 2 2,0y    ，

当 0y  时， 0x  ；当 1y   时，
7
3

x   （不是整数）；当 2y   时， 1x   ，

所以曲线 C恰好经过  0,0 ，  1, 2 ，  1, 2  三个整点，故选项 B正确；

对于选项 C：假设 C上存在两点关于直线 2y x  对称，

则将曲线 C上移 2个单位长度的曲线C上存在两点关于直线 y x 对称，

易知曲线C的方程为  2 2 2( 4) 16x y y   ，

设曲线C上关于直线 y x 对称的两点为  0 0,A x y ，  0 0,B y x ，且 0 0x y ，

则有  2 2 2
0 0 0( 4) 16x y y   ，  2 2 2

0 0 0( 4) 16y x x   ，可得 0 08y x  ，
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联立方程   22 2

8

4 16

y x

x y y

 


  
，消去 x整理可得  

224 8 72y    
，

又因为 2 2 2,2y     ，则    
2 22 24 8 2 4 8 112y           

，

可知方程  
224 4 72y    

无解，

即 8y x  与曲线  2 2 2( 4) 16x y y   不相交，故假设不成立，故选项 C错误；

对于选项 D，将 2 2( 2) 1x y   代入到曲线 C的方程    2 22 2 2 16x y y      中，

得 2( 2) 16y   ，解得 6y  或 2y   ，

由圆的方程的纵坐标  3, 1y   ，所以 6y  舍去，

将 2y   代入    2 22 2 2 16x y y      得 1x   ，所以交点坐标为  1, 2 ，  1, 2  ，

此时这两点的坐标也满足圆的方程，所以曲线与圆共有两个交点，选项 D正确.

故选：ABD.

【点睛】关键点点睛：本题的关键是由两点间距离公式推导出方程，再根据方程研究曲线的性质.

三、填空题：本题共 3 小题，每小题 5 分，共 15 分.

12. 今有 2只红球、3只黄球，同色球不加以区分，将这 5只球排成一列，有______种不同的方法（用数字

作答）．

【答案】10

【解析】

【分析】由分步计数原理可分两步完成，第一步：在 5个不同位置中选 2个位置排红球， 第二步：在剩下

的 3个不同位置排黄球，再运算即可得解.

【详解】分两步完成，

第一步：在 5个不同位置中选 2个位置排红球，共
2
5C 种排法，

第二步：在剩下的 3个不同位置排黄球，共
3
3C 种排法，

故将这 5只球排成一列，有
2
5C

3
3 10C  种不同的方法,

故答案为：10.

13. 已知  f x 是{ | 0}x x  上的奇函数，当 0x  时，   lnf x x ，过原点 O作两条互相垂直的直线，其

中一条与  f x 的图象相切于点 A，C，另一条与  f x 的图象相交于点 B，D，则四边形 ABCD的面积为

__________.
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【答案】
12 e
e

  
 

【解析】

【分析】设切点坐标为  0 0, lnx x ，求导，则切线的斜率为
0

1k
x

 ，求出切线方程.代入  0,0 ，可得 0 ex  ，

从而得到两条切线方程分别为
1
e

y x ， ey x  .直曲联立，可得A，B，根据  f x 是奇函数，得到 ,C D .

运用两点间距离公式得到 ,AC BD ，得到四边形的面积.

【详解】解：设切点坐标为  0 0, lnx x ，

因为 0x  时，   lnf x x ，所以   1f x
x

  ，

则切线的斜率为
0

1k
x

 ，则切线方程为  0 0
0

1lny x x x
x

   ，

代入  0,0 ，可得 0 ex  ，此时切线的斜率为
1
e
，另一条切线的斜率为 e ，

两条切线方程分别为
1
e

y x ， ey x  ，可得交点坐标为  0,0 ，

联立

1
e
ln

y x

y x

 

 

，可得  e,1A ，联立  
e

ln
y x
y x

 
  

，可得
1 ,1
e

B   
 

，

因为  f x 是{ | 0}x x  上的奇函数，则   1e, 1 , 1
e

C D     
 

， ，

所以  
2

2 2 2 2
2

1 1 1e e 2 2 e 1 2 2 1
e e e

AC BD                
   

， ，

四边形的面积为 2
2

1 1 1 12 e 1 2 1 2 e .
2 2 e e
AC BD        

 

故答案为：
12 e .
e

  
 

14. 将棱长为 1 的正方体 1 1 1 1ABCD ABC D 沿对角面 1 1A BCD ， 1 1B BDD ， 1 1A BCD 同时切开后，共得到

__________个多面体，其中一个多面体的体积为__________ (只需写出一种结果 ).
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【答案】 ①. 8 ②.
1
12

（或
1
4
,答案不唯一）

【解析】

【分析】对于第一空，分情况讨论分成的部分，得到总的多面体个数；对于第二空，正方体棱长为 1，通过

正方体体积和切割后多面体的体积关系，求出其中一个多面体体积即可.

【详解】（1）正方体 1 1 1 1ABCD ABC D 被三个对角面 1 1A BCD 、 1 1B BDD 、 1 1A BCD切割.

每个对角面都会将正方体分成两个部分，但是这些部分会相互重叠.

具体来说：

1.第一个对角面 1 1A BCD 将正方体分成两个部分，

2.第二个对角面 1 1B BDD 进一步将每个部分分成两个，总共分成四个部分，

3.第三个对角面 1 1A BCD会再次将每个部分分成两个，但由于之前的切割，最终会得到 8个多面体.分别是

三棱锥 1 1O ADD ,三棱锥 1O B BC ,三棱锥 1O CD D ,三棱锥 1 1O AB B ,三棱锥 O BCD ,三棱锥

1 1 1O AD B ,六面体 1 1 1OB DCC ,六面体 1OABDA .

（2）设正方体棱长为 1，截面 1 1A BCD将正方体 1 1 1 1ABCD ABC D 分成体积相等的两部分，不妨保留三棱

柱 1 1 1 1AD D BC C ，截面 1 1A BCD 将三棱柱 1 1 1 1AD D BC C 分成三棱锥 1 1C ADD 和四棱锥 1 1 1 1C ABC D ，

它们的体积分别是
1
6
和
1
3
，于是，保留四棱锥 1 1 1 1C ABC D ，在正方体 1 1 1 1ABCD ABC D 的截面 1 1A BCD

上， 1AC 与 1BD 相交于 O，则截面 1 1B BDD 将四棱锥 1 1 1 1C ABC D 分成三棱锥 1 1 1O AB D 及多面体

1 1 1OC BC D ，O是正方体 1 1 1 1ABCD ABC D 的中心，于是，三棱锥 1 1 1O AB D 的体积为
1 1 1 1
3 2 2 12
   ，

则多面体 1 1 1O BC D 的体积为
1 1 1
3 12 4
  ，所以其中一个多面体的体积为

1
12

或
1
4
.

故答案为：8；
1
12

(或
1
4
，答案不唯一).
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四、解答题：本题共 5 小题，共 60 分.解答应写出文字说明，证明过程或演算步骤.

15. 在 ABCV 中，记 a，b，c分别为角 A，B，C的对边.已知 .
2cos 3cos
a b
A B


（1）若
π
4

C  ，求 tan ;A

（2）若 2b a ，求 .C

【答案】（1） tan 2A  ；

（2）
3 .
4

C 


【解析】

【分析】（1）由正弦定理得，边角互化得到3tan 2tanA B ，算出 tan 1C  ，得到  tan 1A B   ，运用

和角正切计算出 tanA即可；（2）由余弦定理边角互化得到 2 2 25 5a b c   ，结合条件得到 cosC，算出

3π .
4

C 

【小问 1详解】

因为
2cos 3cos
a b
A B
 ，所以由正弦定理得，

sin sin
2cos 3cos

A B
A B
 ，即3tan 2tanA B ，

因为
π
4

C  ，所以 tan 1C  ，即  tan π 1A B     ，所以  tan 1A B   ，即
tan tan 1
1 tan tan

A B
A B


 


，

所以 23tan 5tan 2 0A A   ，解得 tan 2A  或
1tan
3

A   ，

因为3tan 2tanA B ，所以 tanA， tanB同为正数，所以
1tan
3

A   不符合题意，故 tan 2A  ；

【小问 2详解】

因为
2cos 3cos
a b
A B
 ，所以由余弦定理得， 2 2 2 2 2 2

2 3
2 2

a b
b c a a c b

bc ac


   

 
，

整理得，    2 2 2 2 2 23 2a c b b c a     ，即 2 2 25 5a b c   ，

又因为 2b a ，所以 5c a ，所以由余弦定理得，
2 2 2 2 2 2

2

2 5 2cos
2 22 2

a b c a a aC
ab a

   
    ，

又因为0 πC  ，所以
3π .
4

C 
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16. 如图，在三棱锥 P ABC 中，PA PC ， AC BC ，PH 平面 ABC，H为垂足，D为 AC的中点.

（1）证明： / /DH 平面 ;PBC

（2）若 2AC  ， 45PAH CAH    ，求二面角 P BC A  的正弦值.

【答案】（1）证明见解析

（2） 6 .
3

【解析】

【分析】（1）连接 PD，三线合一得到 AC PD ；又因为 PH 平面 ABC，得到 PH AC ；进而得到 AC 

平面 PHD，运用线面垂直性质得到 AC DH ；进而得到 / /DH BC；最终运用线面平行判定定理得到

/ /DH 平面 PBC；（2）如图，过点 H作HQ BC 于点 Q，连接 PQ，证明 PQH 为二面角 P BC A 

的平面角，借助三角函数得到二面角 P BC A  的正弦值.

【小问 1详解】

证明：连接 PD，因为 PA PC ，D为 AC的中点，所以 AC PD ；

又因为 PH 平面 ABC， AC 平面 ABC，所以PH AC ；

又因为 PD， PH 平面 PHD， PD PH P  ，所以 AC 平面 PHD，

又DH 平面 PHD，所以 AC DH ；

因为 AC BC ，且HD，BC均在平面 ABC内，所以 / /DH BC；

因为 BC 平面 PBC，DH 平面 PBC，所以 / /DH 平面 PBC；

【小问 2详解】

如图，过点 H作HQ BC 于点 Q，连接 PQ，
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因为 PH 平面 ABC， BC 平面 ABC，

所以 PH BC ，

又HQ BC ，HQ PH H  ，HQ，PH 平面 PHQ，

所以 BC 平面 PHQ，

又 PQ 平面 PHQ，

所以 PQ BC ，所以 PQH 为二面角 P BC A  的平面角，

因为 2AC  ， 45PAH CAH    ，所以 2 2PH AH AD   ， 1HQ DC  ，

所以 3PQ  ，所以
6sin
3

PHPQH
PQ

   ，

所以二面角 P BC A  的正弦值为
6 .

3

17. 一批产品共 16件，有 2件不合格品，随机分装到两只箱中，每箱 8件.收货方不放回地随机抽取产品进

行检验，并按以下规则判断是否接收这批产品：如果抽检的第 1件产品不合格，则拒收整批产品;如果抽检

的第 1件产品合格，则从另一箱中再抽检 1件，若合格，则接收整批产品，否则拒收整批产品.

（1）求 2件不合格品包装在同一只箱中的概率;

（2）求这批产品被拒收的概率.

【答案】（1）
7
15

；

（2）
29 .
120

【解析】

【分析】（1）先求出 16件产品随机分装到两只箱中和 2件不合格品包装在同一只箱中的方法数，再根据古

典概型求概率；

（2）分 2件不合格品包装在同一只箱中和 2件不合格品包装在两只箱中两种情况，结合条件概率分别求出

概率，再根据互斥事件的概率加法公式求解即可.

【小问 1详解】

记 A  “2件不合格品包装在同一只箱中”，

因为 16件产品随机分装到两只箱中有

8 8
16 8

2
2

C C
A

种，

其中 2件不合格品包装在同一只箱中有
2 6
2 14C C 种，
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所以
 

2 6
2 14
8 8
16 8

2
2

C C 7
C C 15
A

P A  
，即 2件不合格品包装在同一只箱中的概率为

7
15

；

【小问 2详解】

由（1）知，   7
15

P A  ，   8
15

P A  ，

记 B  “产品被拒收”，C  “第 1次抽到不合格品”，D = “第 2次抽到不合格品”，

①若 2件不合格品包装在同一只箱中，

则   0P C  ，       2 1( | ) 1 0
8 4

P CD P C P D C     ；

或   1
4

P C  ，     1( | ) 1 0 0)
4

P CD P C P D C       
 

.

所以     1 1 1 1 1( | ) 0 0
2 4 2 4 4

P B A P C P CD               
   

，

所以     7 1 7( | )
15 4 60

P AB P A P B A    ；

②若 2件不合格品包装在两只箱中，

则   1
8

P C  ，     1 1 7( | ) 1
8 8 64

P CD P C P D C       
 

，

所以     1 7 15( | )
8 64 64

P B A P C P CD     ，

所以     8 15 1( | )
15 64 8

P AB P A P B A    ，

由①②得，         7 1 29
60 8 120

P B P AB AB P AB P AB       ，

即这批产品被拒收的概率为
29 .
120

18. 在平面直角坐标系 xOy中，已知双曲线
2 2

2 2: 1( 0, 0)x y a b
a b

     的离心率为 2，左、右顶点分别为

A，B，且 2.AB 

（1）求的方程;

（2）直线 l与的左、右两支分别交于点 C，D，记直线 BC，BD的斜率分别为 1k ， 2k ，且
1 2

1 1 1.
k k
  

（i）求证：直线 l过定点;

（ii）  1,2P  ，直线 OP与 BD交于点 Q，判断并证明直线 AQ与 BC的位置关系.
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【答案】（1）
2

2 1
3
yx   ；

（2）（i）证明见解析；（ii） / / .AQ BC

【解析】

【分析】（1）由已知可得 2c
a
 ， 2 2a  ，可求得双曲线方程；

（2）（ⅰ）设直线 l的方程为 y kx m  ，  1 1,C x y ，  2 2,D x y ，与双曲线联立方程组，由根与系数的关系

可得 1 2 2
2

3
kmx x

k
  


，

2

1 2 2

3
3

mx x
k





，结合已知可得m k  或 2m k  ，可得定点坐标；（ⅱ）直线

AQ与直线 BC的位置关系是平行，理由如下：求得点Q的坐标，进而可得直线 AQ的斜率，结合已知，可

证结论.

【小问 1详解】

设双曲线的焦距为 2c，则 2c
a
 ，且 2 2a  ，解得 1a  ， 2c  ，

所以 2 2 2 3b c a   ，所以的方程为：
2

2 1
3
yx   ；

【小问 2详解】

（ⅰ）设直线 l的方程为 y kx m  ，  1 1,C x y ，  2 2,D x y ，  1,0B ，

联立 y kx m  与
2

2 1
3
yx   ，消去 y，得    2 2 23 2 3 0k x kmx m     ，

所以 1 2 2
2

3
kmx x

k
  


，

2

1 2 2

3
3

mx x
k





，

由
1 2

1 1 1
k k
   ，得

1 2 1 2

1 2 1 2

1 1 1 1 1x x x x
y y kx m kx m
   

    
 

，

整理得      2 2
1 2 1 22 2 0k k x x m k km x x m m        ，

所以    
2

2 2
2 2

3 22 2 0
3 3

m kmk k m k km m m
k k


      

 
，

整理得   2 0k m k m    ，所以m k  或 2m k  ，

当m k  时，直线 l的方程为 y kx k  ，过点  1,0B ，不符，故舍去；当 2m k  时，直线 l的方程
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为  1 2y k x   ，过点  1,2 ，

所以直线 l过定点  1,2 ；

（ⅱ）直线 AQ与直线 BC的位置关系是平行，理由如下：

因为  1,2P  ，所以直线 OP方程为： 2y x  ，

又直线 BD方程为：  2 1y k x  ，联立 2y x  与  2 1y k x  ，

解得
2

2 2
kx

k



，

2

2

2
2

ky
k

 


，即 2 2

2 2

, 2
2 2

k kQ
k k

 
   

，

因为  1,0A  ，所以直线 AQ的斜率为

2

2 2

2 2

2

2
2

11
2

k
k k
k k

k




 




，由
1 2

1 1 1
k k
   ，

得直线 BD的斜率
2

1
2 1
kk
k

 


，所以 / / .AQ BC

19. 已知曲线 1 : lnC y x a  ，
2

2 : 2 ( 0, 0).C y px y p  

（1）若 2a  ， 1C 与 2C 在公共点处的切线重合，求 ;p

（2）若 1C 与 2C 相交于 A， (B A在 B的左侧 )两点，记直线 AB的斜率为 .k

（i）求证：0 ;
2
pk 

（ii）若 2p  ，设   ,0 3C c c  ，证明： .AC BC

【答案】（1） 2.p 

（2）（i）证明见解析；（ii）证明见解析

【解析】

【分析】（1）设 0x 为公共点的横坐标，可得
0 0

21
2

p
x x

 ，且 0 0ln 2 2x px  ，计算求解即可；
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（2）法一：（i）分析可知只需证 1 2 4y y  ，由已知可得
1

1 2
2

2ln yy y
y

  ，令
1

2

y t
y

 ，则  0,1t ，进

而可得    1 ln 2 1 0(0 1).t t t t      构造函数,记      1 ln 2 1 (0 1)p t t t t t      ，求导，可证结

论.（ii）分析可知只需证明
2 2
1 2 8.y y  由（i）分析可得

 
2

2 1
ln (0 1)

1

t
t t

t


  


，构造函数证明即可.

法 二 ：（ i ） 由 题 意 ， 1 1ln 2x a p x  ， 2 2ln 2x a p x  ， 两 式 作 差 可 得

2 1

2 1 1 2

ln ln 2 2
. 0

2
x x p p

k
x x x x


  
 

， 证 明
2 1

2 1 1 2

ln ln 2x x
x x x x



 

即 可 ；（ ii ） 证 明

2 2| | 0CA CB  即可.

【小问 1详解】

若 2a  ，则 1 : ln 2C y x  ， 2 : 2 ( 0, 0).C y px y p  

因为 1C 与 2C 在公共点处的切线重合，不妨设 0x 为公共点的横坐标，则
0 0

21
2

p
x x

 ，且 0 0ln 2 2x px  ，

所以 0 2px  ，于是 0ln 0x  ，解得 0 1x  ，所以 2.p 

【小问 2详解】

设  1 1A x y， ，  2 2B x y， ，其中 1 20 .x x 

（i）由 2 ( 0, 0)y px y p   为增函数，知 1 2y y ，所以 0.k 

法 1：则
 1 2 1 2

1 22 2
1 21 2 1 2

2 4. *
2 2 2 2

2

y y y yp p p p pk y y
y yx x y y

p

 
       

 

依题意，有

2
1

1 1ln ln
2
yy x a a
p

    ，且

2
2

2 2ln ln
2
yy x a a
p

    ，

两式相减，得
1

1 2
2

2ln .yy y
y

 
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令
1

2

y t
y

 ，则  0,1t ，且 1 2 2lny y t  ，解得 2
2ln

1
ty

t



， 1

2 ln
1

t ty
t




，

所以          
2 1 ln

* 4(0 1) 1 ln 2 1 0(0 1). #
1

t t
t t t t t

t


          


记      1 ln 2 1 (0 1)p t t t t t      ，则   1ln 1p t t
t

   ，

令   1ln 1t t
t

    ，求导得   2
1 1 0t
t t

    ，

故  p t 单调递减，故    1 0p t p   ，所以  p t 在  0,1 上单调递增，

故    1 0p t p  ，所以  # 式成立，从而  * 式成立，所以0 .
2
pk 

（ii）若 2p  ，   ,0 3C c c  ，则
2 2 2 2

1 1 2 2( ) ( )AC BC x c y x c y      

   
2 2 2 2

2 2 2 21 2 1 2
1 2 1 2 1 2 1 22 0 2 0

4 4 4 4
y y y yx x c x x y y c y y

  
               

  

         2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 28 16 0 8 16 0 8 2 .y y c y y y y y y y y c y y c              

因为 3c  ，故只需证明
2 2
1 2 8.y y 

由（i）知，只需证
 2 2

2

1 ln
2(0 1)

( 1)

t t
t

t


  


，即要证

   
2

2 1
ln (0 1). **

1

t
t t

t


  



记    
2

2 1
ln (0 1)

1

t
q t t t

t


   


，则

 
   2

2 2

2 2

2 122[ 1 1
1 12 1 1 .

1 1

ttt t
t tq t

t t t t


   

  


  


因为  2 2( 1) 2 1t t   ，所以 21 2 1t t    ，所以
 
2

2 1
2.

1

t

t






所以    
2

2 2

1 2 ( 1) 0
1 1

tq t
t t t t


   

 
，故  q t 在  0,1 上单调递增，

所以    1 0q t q  ，所以  ** 式成立，所以 .AC BC

法 2：（i）由题意， 1 1ln 2x a p x  ， 2 2ln 2x a p x  ，

两式作差得，  2 1 2 1ln ln 2x x p x x   ，

即
2 1

2 1

ln ln 2
.

2
x x p
x x




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又
 1 21 2

1 2 1 2 1 2

2 2
0

p x x py yk
x x x x x x


   

  
，且

2 1

2 1 1 2

2ln ln 2
2
px x

x x x x


 
 

，

则 1 2
4
2

x x
p

  ，

所以
1 2

2 2 2
.

4 2
p p p pk

x x


  


下证：
2 1

2 1 1 2

ln ln 2x x
x x x x



 

，即证：
 2 1

2 1
1 2

2
ln ln

x x
x x

x x


 


，即证：

2

12

1 2

1

2 1
ln .

1

x
xx

x x
x

 
  

 


不妨设
2

1

xt
x

 ， 1t  ，即证：
 2 1

ln ( 1).
1

t
t t

t


 


记    2 1
ln

1
t

h t t
t


 


， 1t  ，则  
2

2 2

1 4 ( 1) 0
( 1) ( 1)

th t
t t t t


   

  
 ，

所以  h t 在  1,  上单调递增，所以    1 0h t h  ，所以
 2 1

ln
1

t
t

t





，故0 .
2
pk 

（ii）依题意，  2 2 2 2 2 2
1 1 1 1 1 1| | ( ) ( ) 4 4 2CA x c y x c x x c x c          ，

同理可得，  2 2 2
2 2| | 4 2CB x c x c    ，

所以          2 2 2 2
1 2 1 2 1 2 1 2| | 4 2 4 2CA CB x x c x x x x c x x           ，

由（i）知， 1 2
4 2.
2

x x
p

  

又
2 2

2 1 2 1
1 2

( ) ( )
0

2 2
x x x x

x x
 

    ，所以

2

2 1
1 2

( )
2

2
x x

x x


   ，

所以 1 2 4 2 6 2 0x x c c      ，

又 1 2x x ，故 1 2 0x x  ，所以
2 2| | 0CA CB  ，所以 .CA CB

【点睛】方法点睛：利用导数解决不等式问题的主要方法就是构造函数，通过研究函数的性质进而解决不

等式问题．


