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鄂南高中 黄冈中学 黄石二中 荆州中学 龙泉中学 武汉二中 孝感高

中 襄阳四中 襄阳五中 宜昌一中 夷陵中学 2025 届高三湖北省十一

校第一次联考 数学试题

(考试时间:120 分钟 试卷满分:150 分)

命题学校:黄冈中学 命题教师:李钢锋 蔡盛 陈晓洁 审题学校:荆州中学

注意事项:

1. 答题前， 先将自己的姓名、准考证号填写在试卷和答题卡上， 并将准考证号条形码粘贴

在答题卡上的指定位置.

2. 选择题的作答:每小题选出答案后，用 2B 铅笔把答题卡上对应题目的答案标号涂黑. 写在

试卷、草稿纸和答题卡上的非答题区域均无效.

3. 非选择题的作答:用黑色签字笔直接答在答题卡上对应的答题区域内.写在试卷、草稿纸和答

题卡上的非答题区域均无效.

一、选择题: 本题共 8 小题， 每小题 5 分， 共 40 分. 在每小题给出的四个选项中， 只

有一项是 符合题目要求的.

1. 若集合
 1 2 3A    ， ，

， { | }B x y x A y A   ， ，则 A B  （ ）

A.  2 B.  3

C.  2 3 ， D.  1 2 3  ， ，

【答案】C

【解析】

【分析】利用集合交集的知识求解即可.

【详解】 { | } { 2, 3, 4, 5, 6},B x y x A y A         ， 则 { 2, 3}.A B   

故选：C.

2. 若复数 z 满足
1 i 1 2iz
z

 
  ，则 z （ ）

A.
1 1 i
2 2

  B.
1 1 i
2 2

  C. 1 i  D. 1 i 

【答案】A

【解析】
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【分析】由复数的运算化简即可；

【详解】由
1 1 2iz i
z

 
  ，则

1 2ii
z


 ，即
 i 1 i1 i 1 i 1 1 i

2i 2i i 2 2 2
z

  
     

 
.

故选：A.

3. 已知非零向量  0,a t


，  1, 4b  


，若向量b

在 a

方向上的投影向量为 2a


，则 t （ ）

A. 2 B. 4 C. 2 D. 4

【答案】A

【解析】

【分析】利用投影向量的定义可得 2a b a a
a a


      ，代入坐标计算可求得 t .

【详解】向量b

在a

方向上的投影向量为 2

4 4 4 2a b a t a t a a a
t t tta a
  

   
          ，

所以
4 2
t


 ，解得 2t   .

故选：A.

4. 某工厂生产了 500件产品，质检人员测量其长度 (单位: 厘米)，将测量数据分成 6组， 整理得到如图所

示的频率分布直方图. 如果要让 90% 的产品长度不超过 a厘米，根据直方图估计，下列最接近 a的数是

（ ）

A. 93.5 B. 94.1

C. 94.7 D. 95.5

【答案】C

【解析】

【详解】根据给定的频率分布直方图，结合第 90百分位数求出 a .

【解答】观察频率分布直方图，得1 0.05 1 0.951 (0.05 0.15) 1 0.80,0.80 0.9 0.95        , ，
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则 (94,95)a ， ( 94) 0.15 0.8 0.9a     ，所以 94.67a  ，与94.67最接近的数为94.7 .

故选：C

5. 下列选项中，与 tan 55不相等的是（ ）

A.
1 sin 20
cos 20
 


B. tan125  C.

1
tan35

D.
1 tan10
1 tan10
 
 

【答案】D

【解析】

【分析】根据正余弦的二倍角公式，弦化切，正切的和角公式可判断 A；根据正切的诱导公式可判断 BC，

根据正切的和角公式可判断 D.

【详解】
 

    
2sin10 cos101 sin 20 sin10 cos10 tan10 1 tan 45 10 tan 55

cos 20 cos10 sin10 cos10 sin10 cos10 sin10 1 tan10
        

       
           

，故

A正确；

 tan125 tan 180 125 tan 55     ，故 B正确；

 1 tan 90 35 tan 55
tan 35

    ，故 C正确；

 1 tan10 tan 45 10 tan 35
1 tan10
 

     
 

，故 D错误.

故选：D

6. 已知直三棱柱 1 1 1ABC ABC 中， 2AB AC  ，
2π
3

BAC  ，C点到直线 1 1AB 的距离为 7 ，则三

棱柱 1 1 1ABC ABC 的外接球表面积为（ ）

A. 12π B. 16π C. 20π D. 24π

【答案】C

【解析】

【分析】根据点到直线的距离可得三棱柱的高，确定外接球球心，结合勾股定理可得外接球半径与外接球

表面积.
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【详解】

过点C作 1 1CD AB 于点D，连接 1C D，

因为三棱柱 1 1 1ABC ABC 为直三棱柱，

1CC 平面 1 1 1A BC ，

又 1 1A B  平面 1 1 1A BC ，

1 1 1BCC A ，

1CC ，CD ，平面 1CC D，且 1 CC CD C ，

1 1AB 平面 1CC D，

1C D  平面 1CC D，

1 1 1A B C D  ，

易知 1 1 1
2π
3

B AC BAC    ， 1 1 1 1 2A B AC AB AC    ，

1 3C D  ， 2 3BC  ，

2 2 2
1 1 1 3 7CD CC C D CC      ，

则 1 2CC  ，

设 ABCV 外接圆圆心为 1O ， 1 1 1A BC△ 外接圆圆心为 2O ，

则 12 42πsin
3

BCO A  


，即 1 2O A  ，

且三棱柱外接球球心O为 1OO 中点，
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则外接球半径

2
2

1 1
1 5
2

R OA O A OO     
 

，

表面积为 24π 20πR  ，

故选：C .

7. 蒙日是法国著名的数学家，他首先发现椭圆的两条相互垂直的切线的交点的轨迹是圆，这个圆被称为“蒙

日圆”.已知椭圆
2 2

: 1
3

x yC
m
  的焦点在 x轴上， ,A B为椭圆上任意两点，动点 P在直线 2 6 0x y  

上.若 APB 恒为锐角，根据蒙日圆的相关知识得椭圆C的离心率的取值范围为（ ）

A.
30,
3

 
  
 

B.
60,
3

 
  
 

C.
3 ,1
3

 
  
 

D.
6 ,1
3

 
  
 

【答案】B

【解析】

【分析】根据蒙日圆定义求得椭圆C的蒙日圆方程，根据 APB 为锐角可知直线 2 6 0x y   与蒙日

圆相离，根据直线与圆位置关系可求得m范围，进而得到离心率的取值范围.

【详解】椭圆C的焦点在 x轴上， 3m  ，

直线 x m  ， 3y   与椭圆C都相切，

x m   ， 3y   所围成矩形的外接圆 2 2 3x y m   即为椭圆
2 2

: 1
3

x yC
m
  的蒙日圆，

,A B 为椭圆
2 2

: 1
3

x yC
m
  上任意两个动点，动点 P满足 APB 为锐角，

点 P在圆 2 2 3x y m   外，又动点 P在直线 2 6 0x y   上，直线 2 6 0x y   与圆

2 2 3x y m   相离，
6

3
1 2

m


  


，解得： 9m  ，

又 3m  ， 3 9m   ；

椭圆C离心率
3 31me

m m


   ，
3 1 ,1

3m
  
 

，
60,
3

e
 

   
 

.

故选：B.

8. 已知函数  f x ，  g x 的定义域为R，  g x 是  g x 的导数，且     5f x g x  ，
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   1 5 5f x g x    ，若  g x 为偶函数，则  
15

1k

f k


 （ ）

A. 80 B. 75 C. 70 D. 65

【答案】B

【解析】

【分析】根据偶函数的定义结合导数可得    g x g x   ，结合题意可得    4f x f x  ，

   4 10f x f x   ，进而可得    8f x f x  ，且  0 5f  ，即可得结果.

【详解】因为  g x 为偶函数，则    g x g x  ，求导可得    g x g x   ，

因为     5f x g x  ，    1 5 5f x g x    ，

则    4 5f x g x   ，可得    4f x f x  ，

且    1 5 5f x g x    ，则    4 5f x g x   ，可得    4 10f x f x   ，

即    4 8 10f x f x    ，可得    8f x f x  ，可知 8为  f x 的一个周期，

且                  
8

1
1 5 2 6 3 7 4 8 40

k
f k f f f f f f f f



                       ，

对于    4f x f x  ，    4 10f x f x   ，

令 0x  ，可得    0 4f f ，    0 4 10f f  ，可得    0 4 5 f f ，

所以        
15 15 8

1 0 1

0 2 5 75
k k k

f k f k f f k
  

       .

故选：B.

【点睛】方法点睛：函数的性质主要是函数的奇偶性、单调性和周期性以及函数图象的对称性，在解题中

根据问题的条件通过变换函数的解析式或者已知的函数关系，推证函数的性质，根据函数的性质解决问题．

二、选择题: 本题共 3 小题， 每小题 6 分， 共 18 分. 在每小题给出的选项中， 有多项

符合题目 要求. 全部选对的得 6 分， 部分选对的得部分分， 有选错的得 0 分.

9. 已知函数   π2sin 3
6

f x x   
 

，下列说法正确的是（ ）

A.  2π
3

f x f x   
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B. 函数  f x 的图象关于点
π ,0
18
 
 
 

中心对称

C. 将  f x 的图象向左平移
π
6
个单位长度，可得到   2sin3g x x 的图象

D. 函数  f x 在区间
π0,
3

 
 
 

上单调递增

【答案】AB

【解析】

【分析】根据正弦函数的周期即可判断 A；根据正弦函数的对称性即可判断 B；根据左右平移的原则即可判

断 C；根据正弦函数的单调性即可判断 D.

【详解】对于 A，  f x 的周期
2π
3

T  ，所以 A 正确；

对于 B，因为
π 2sin0 0
18

f     
 

，

所以函数  f x 的图象关于点
π ,0
18
 
 
 

中心对称 ，故 B正确；

对于 C，将  f x 的图象向左平移
π
6
个单位长度，

得到
π π2sin 3
6 3

f x x        
   

的图象，故 C错误；

对于 D中，因为
π0,
3

x   
 

，所以
π π 5π3 ,
6 6 6

x     
 

，

所以  f x 在
π0,
3

 
 
 

上不单调，故 D错误.

故选：AB.

10. 已知函数   2ln 1
1

f x x
x

  


，定义域为 D ，则下列结论正确的是（ ）

A. 若 a b D， 且 a b ，则    f a f b

B. 已知 a b D， 且 a b ，则 “ 1ab  ” 是 “     0f a f b  ” 的充分条件

C. 方程    0f f x  有 4 个不同的实数解

D. 若  1,2a ，则    1f a f a 

【答案】BCD

【解析】
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【分析】利用导数可得  f x 的单调递增区间为    0,1 , 1,  ，利用  1 , e
e

f f 
 
 

可判断 A；计算得

 1 0f f x
x

    
 

可判断 B；当  0,1x 时，    ,f x     ，当  1,x   时，    ,f x     进

而可判断 C，        
1 21 ln 1

2 1
f a f a

a a a
         

，构造函数    1ln 1 01g x x x
x

   ， ，，求

导可得结论判断 D.

【详解】由函数   2ln 1
1

f x x
x

  


的定义域为    0,1 1,   ，

且  
 2

1 2 0
1

f x
x x




   ，所以  f x 的单调递增区间    0,1 , 1,  ，

对于 A，令
1 e
e

a b ， ，

得    1 2e 2 12 0 e 0, e
e e 1 e 1 e

f f f f               
， ，所以 A错误;

对于 B，由已知得  1 2 22 0
1

xf f x
x x

         
，充分性得证，所以 B正确;

对于 C， 当  0,1x 时，    ,f x     ，当  1,x   时，    ,f x     ，

所以  f x 有两个零点 1 2x x， ，且 1 20 11 1x x  ， ，

所以方程   1f x x 与   2f x x 分别有两个实数解，

故方程    0f f x  有 4个不同的实数解，故 C正确;

对于 D 中，由    1f a f a  ，即        
1 21 ln 1

2 1
f a f a

a a a
         

，

令    1ln 1 0,1g x x x
x

   ， ，可得   2 2
1 1 1 0xg x
x x x

 
    ，

所以  g x 在  0,1 为单调递减函数，所以    1 0g x g  ，即
1ln 1x
x

  ，

因为  1 2a ， ，可得
1 11 0

2a
   
 
， ，所以

1ln 1 1
1

a
a a

      
，

得            
21 1 0

1 2 1 1 2
a af a f a
a a a a a


      

     ，

所以    1f a f a  ，故 D正确.
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故选：BCD.

11. 双纽线是卡西尼卵形线的一类分支， 在数学曲线领域占有至关重要的地位， 同时也具有特殊的有价值

的艺术美. 双纽线的图形轮廓像 “  ”，是许多艺术家设计作品的主要几何元素. 已知在平面直角坐标系

中，    1 22,0 , 2,0F F ，满足 1 2 4PF PF  的动点 P 的轨迹为曲线 C . 则下列结论正确的是

（ ）

A. 曲线 C 既是中心对称又是轴对称图形

B. 曲线 C 上满足 1 2PF PF 的点 P 有 2 个

C. 2 2OP 

D. 曲线 C 上存在四个不同的点，使曲线在该点处切线的斜率为 0

【答案】ACD

【解析】

【分析】由题意中等式结合两点间距离公式表示出曲线方程可得 A正确；由 1 2 2PF PF  可得这样的 P

点只有 1 个，即为原点可得 B 错误；由曲线方程整理出
 2 2

2 2
2 2

8
8,

x y
x y

x y


  


可得 C正确；由图象观

察可得 D正确；也可由导数的意义求出.

【详解】对于 A，设 P 点坐标为  ,x y 则曲线    2 22 2C: 2 2 4x y x y      ，故 A 正确；

对于B ，若 1 2PF PF ，则 1 2 2PF PF  ，这样的 P 点只有 1 个，即为原点， 故B 错误；

对于 C，由    2 22 22 2 4x y x y      得，    2 22 22 2 16x y x y           

整理得，    22 2 2 28x y x y   ，所以
 2 2

2 2
2 2

8
8, 2 2

x y
x y OP

x y


   


，故 C正确；

对于 D，从双纽线的图形上，可以观察有四个点处切线的斜率为 0，

另外，由    22 2 2 28x y x y   得  2 2 24 1 4y x x    ，则 2

42 2
1

x
xy y x

x
  


，

令 0 3xy x     或 0，经计算曲线 C 在原点处的切线方程为 2y x  ，故 D 正确.

故选：ACD.

【点睛】关键点点睛：本题 C选项的关键是能利用曲线方程整理 ,O P出两点间公式，再求出范围.

三、填空题: 本题共 3 小题， 每小题 5 分， 共 15 分.



第 10页/共 21页
学科网（北京）股份有限公司

12. 已知数列 na 是等差数列，且其前 n项和为 nS .若 3 69, 36S S  ，则 1a  _____.

【答案】1

【解析】

【分析】利用等差数列的下标性质与通项公式求解即可；

【详解】由 3 69, 36S S  得 1 2 3 23 9a a a a    ，  1 2 3 4 5 6 3 43 36a a a a a a a a        ，

解得 2 3 43, 12  a a a ，

即 2 2 2 12a d a d    ，解得 2d ，

所以 1 2 1a a d   .

故答案为：1.

13. 若直线 2y x 为曲线 eax by  的一条切线，则 ab的最大值为__________.

【答案】 2

2
e

## 22e

【解析】

【分析】设   eax bf x  ，切点为  0
0 , e

ax bx 
，再根据导数的几何意义求出切线方程，再结合题意求出 ,a b

的关系，再构造新的函数，利用导数求出最大值即可.

【详解】设   eax bf x  ，则   eax bf x a   ，

设切点为  0
0 , e

ax bx 
，则   0

0 eax bf x a  ，

则切线方程为  0 0
0e eax b ax by a x x    ，整理可得  0 0

0e 1 eax b ax by a x ax    ，

所以
  0

0

01 e 0
e 2

ax b

ax b

ax
a





  



，解得 0 1

0
1 , e e 2ax b bx a a
a

    ，

所以 1

2
e ba  ，所以 1

2
e b
bab  ，

设   1
2
e x
xg x  ，则    

1

2 1
e x

x
g x 


  ，

当  ,1x   时，    0,g x g x  单调递增，

当 (1, )x  时，    0,g x g x  单调递减，

所以当 1x  时，  g x 取得最大值   2
21
e

g  ，
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所以 ab的最大值为 2

2
e

.

故答案为： 2
2
e

【点睛】关键点点睛：设出切点，根据直线 2y x 为曲线 eax by  的一条切线，求出 ,a b的关系，是解决

本题的关键.

14. 克罗狄·托勒密是希腊数学家，他博学多才，既是天文学权威，也是地理学大师，托勒密定理是平面几

何中非常著名的定理，它揭示了圆内接四边形的对角线与边长的内在联系，该定理的内容为:圆的内接四边

形中，两条对角线长的乘积等于两组对边长的乘积之和.已知四边形 ABCD是圆O的内接四边形，且

3 , 2AC BD ADC BAD   ，若 4 3AB CD BC AD    ，则（1）圆O的半径是______________，

（2）四边形 ABCD面积的取值范围是_________.

【答案】 ①. 2 ②.  3,2 3

【解析】

【分析】根据题意可得 2BD  ，利用正弦定理可得 sin 3sinADC BAD   ，即可得
3cos
2

BAD  ，

即可得外接圆半径；分析可知 2 3AC  ， 2BD  ，取临界状态，分析可知点 A在劣弧1 2A A 或3 4A A 上，

且 AC与 BD的夹角
π π,
6 2

   
 

，进而可求面积.

【详解】由托勒密定理，得 4 3AC BD AB CD BC AD      ．

因为 3AC BD ，所以 2BD  ．

设圆O的半径为 R，由正弦定理，得 2
sin sin

AC BD R
ADC BAD

 
 

．

又 3AC BD ，所以 sin 3sinADC BAD   ．

因为 2ADC BAD   ，所以 2sin cos 3sinBAD BAD BAD    ，

因为0 πBAD   ，所以 sin 0BAD  ，所以
3cos
2

BAD  ，

所以
2 1sin 1 cos

2
BAD BAD     ，则 2 4

sin
BDR
BAD

 


，故 2R  ．

因为 2 3AC  ，可知点O到直线 AC的距离  222 3 1d    ，

可知直线 AC为以O为圆心，半径为 1的圆的切线，
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在 ABD△ 中，可知
π2,
6

BD BAD   ，结合圆的性质可知点A在优弧BC上，

取 1A B BD ，则 1 2 3A B  ；取 4A D BD ，则 4 2 3A D  ；

取 2A B BD ，则 2 2 3A D  ；取 3A D BD ，则 3 2 3A B  ；

可知点 A在劣弧1 2A A 或3 4A A 上，且 AC与BD的夹角
π π,
6 2

   
 

，

所以四边形 ABCD面积  1 sin 2 3 sin 3,2 3
2ABCDS AC BD      .

故答案为：2；  3,2 3 .

四、解答题: 本题共 5 小题， 共 77 分. 解答应写出文字说明、证明过程或演算步骤.

15. 如图，在直三棱柱 1 1 1ABC ABC 中， ABCV 是边长为 2的正三角形， 1 3,AA D 为 AC中点，点E在

棱 1CC 上，且 1CE CC
 

， 0 1  .

（1）当
2
3

  时，求证： 1A E 平面 BDE；

（2）当
1
3

  时，求直线 1 1AB 与平面BDE所成角的正弦值.

【答案】（1）证明见解析

（2） 2
4

【解析】

【分析】（1）根据已知条件建立空间直角坐坐标系，利用向量证明线面垂直即可；
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（2）利用空间向量法可求得直线 1 1AB 与平面BDE所成角的正弦值.

【小问 1详解】

取 1 1AC 的中点 1D ，连接 1DD ，

因为三棱柱 1 1 1ABC ABC 为直棱柱，且 ABCV 为正三角形，

以DB、DC、 1DD 所在直线分别为 x轴、 y轴、 z轴建立如图所示空间直角坐标系，

根据已知条件得  0,0,0D 、  3,0,0B 、  1 0, 1,3A  、  0,1,0C 、  1 0,1,3C ，

当
2
3

  时， 1
2
3

CE CC ，则  0,1,2E ，

所以  1 0,2, 1A E  


，  3,0,0DB 


，  0,1,2DE 


，

所以 1 0E DA B 
 

， 1 0 2 2 0A E DE    
 

，

所以 1AE BD ， 1AE DE ，

又DB DE D  ， BD、DE平面 BDE，所以 1A E 平面 BDE .

【小问 2详解】

易知  1 3,0,3B ，则  1 1 3,1,0A B 


，

当
1
3

  时，点  0,1,1E ，  3,0,0DB 


，  0,1,1DE 


，

设平面 BDE的法向量为  , ,m x y z


，则
3 0

0

m DB x

m DE y z

   


   


 ，

取 1y  ，可得  0,1, 1m  


，

所以
1 1

1 1
1 1

1 2cos ,
42 2

m ABm AB
m AB


  


  ，
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故当
1
3

  时，求直线 1 1AB 与平面 BDE所成角的正弦值为
2
4

.

16. 已知双曲线C：
2 2

2 2 1x y
a b

  （ 0a  ， 0b  ）的左顶点为A，右焦点为F ，动点 B在双曲线C上，

当 BF AF 时， BF AF .

（1）求C的离心率；

（2）已知 1a  ，M ，N 两点在双曲线的渐近线上，且分别位于第一、四象限.若 2MB BN
 

，求 MON△

的面积.

【答案】（1）2； （2） 9 3
8

.

【解析】

【分析】（1）根据条件求出 BF AF 时 B的坐标，根据 BF AF ，列出关于 , ,a b c的齐次等式，即可

求离心率；

（2）先求出双曲线方程与渐近线方程，通过 2MB BN
 

找出 , ,M N B坐标之间关系，用 ,M N 坐标表示 B

的坐标，代入双曲线方程得到 1 2
9
8

x x  ，再用 1 2,x x 表示出 MON△ 的面积，整体代入即可.

【小问 1详解】

设 ( ,0)F c ，将 x c 代入双曲线方程得
2by
a

  ，此时 BF AF ，

所以
2b a c
a
  ，即 2 2 2c a a ac   ， 2 22 0a ac c   ，

则 22 0e e   ，所以 2e  （负值舍去），

故C的离心率为 2.

【小问 2详解】

因为 1a  ，由（1）知 2, 3c b  ，

双曲线方程为：
2

2 1
3
yx   ，渐近线方程为 3y x  ，
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设 1 1 2 2 0 0( , 3 ), ( , 3 ), ( , )M x x N x x B x y ，

则 0 1 0 1 22 0 02( , )( , 3 ) 2 3M B xB x x y x N xx y      
 

，

所以

2 1
0

1 2
0

2
3

3 2 3
3

x xx

x xy

 


 

，

又 0 0( , )B x y 在双曲线上，所以
2 2

2 1 1 2(2 ) ( 3 2 3 ) 1
9 27

x x x x 
  ，整理得： 1 2

9
8

x x  ，

由渐近线方程为 3y x  得
2π
3

MON  ，

所以 MON△ 的面积为
1 sin
2
OM ON MON  

2 2 2 2
1 1 2 2 1 2

1 2π 9 33 3 sin 3
2 3 8

x x x x x x        .

17. 2023年 6月 7日，21世纪汽车博览会在上海举行，已知某汽车模型公司共有 25个汽车模型，其外观和

内饰的颜色分布如下表所示：

红色外观 蓝色外观

棕色内饰 12 8

米色内饰 2 3

（1）若小明从这些模型中随机拿一个模型，记事件A为小明取到红色外观的模型，事件 B为小明取到棕色

内饰的模型，求  P B 和 ( | )P B A ，并判断事件A和事件 B是否独立；

（2）该公司举行了一个抽奖活动，规定在一次抽奖中，每人可以一次性从这些模型中拿两个汽车模型，给

出以下假设：

假设 1：拿到的两个模型会出现三种结果，即外观和内饰均为同色、外观和内饰都异色、以及仅外观或仅内
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饰同色；

假设 2：按结果的可能性大小，概率越小奖项越高；

假设 3：该抽奖活动的奖金额为：一等奖 600元，二等奖 300元、三等奖 150元；

请你分析奖项对应的结果，设 X 为奖金额，写出 X 的分布列并求出 X 的数学期望．

【答案】（1）   4
5

P B  ，
6( | )
7

P B A  ，事件A和事件 B不独立．

（2）分布列见解析，   277E X 

【解析】

【分析】（1）根据古典概型概率公式和事件的独立性定义即可得出.

（2）分别求出三种结果对应的概率，比较大小，确定 X 对应的概率，求出分布列，利用期望公式进行计算

即可.

【小问 1详解】

若红色外观的模型，则分棕色内饰12个，米色内饰 2个，则对应的概率   12 2 14
25 25

P A 
  ，

若小明取到棕色内饰，分红色外观12个，蓝色外观8个，则对应的概率   12 8 20 4
25 25 5

P B 
   ．

取到红色外观的模型同时是棕色内饰的有12个，即
12( )
25

P AB  ，

则

12
( ) 12 625( | )

14( ) 14 7
25

P ABP B A
P A

    ，

     14 4 56 12
25 5 125 25

P A P B     ，      P A P B P AB  ，

即事件A和事件 B不独立．

【小问 2详解】

由题意知 600X  ，300，150，

则外观和内饰均为同色的概率
2 2 2 2
12 8 3 2

2
25

C C C C 66 28 3 1 98 49
C 300 300 150

P
     

    ，

外观和内饰都异色的概率
1 1 1 1
12 3 2 8

2
25

C C C C 52
C 300

P


  ，

仅外观或仅内饰同色的概率
49 52 11
150 300 2

P     ，

 1 49 13
2 150 75
  ，

1( 150)
2

P X   ，
98 49( 300)
300 150

P X    ，
13( 600)
75

P X   ，
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则 X 的分布列为：

X 150 300 600

P
1
2

49
150

13
75

则   1 49 13150 300 600 277
2 150 75

E X        （元）．

18. 已知函数     22 cos e 1xh x x x g x ax    , .

（1）当 1a  时，判断函数  g x 的单调性；

（2）对任意的 0x  时，    g x h x  恒成立，求实数 a的取值范围；

（3）记     21
π

f x h x x  ，若    1 2f x f x ，且 1 20 πx x   ，求证：
1 2 0
2

x xf    
 

. （参考公

式： cos cos 2sin sin
2 2

      
   ）

【答案】（1）  g x 在R 上为增函数

（2）
1
2

a  

（3）证明见解析

【解析】

【分析】（1）对  g x 求导，得到   e 2xg x x   ，构造函数   e 2xm x x  ，再利用导数与函数单调性

间的关系，求得   0m x  ，即可求解；

（2）构造函数       e 2 2 cos 0xF x g x h x ax x x x      , ，对  F x 求导，得到

  e 2 2 sin 0xF x a x x     , ，利用导数与函数的单调性间的关系，可得   2 1F x a    ，再分
1
2

a  

和
1
2

a   两种情况讨论，即可求解；

（3）根据条件得到  
1 2 1 2

1 2
1 2

2sin sin1 2 22 0
π

x x x x

x x
x x

 


   


，令 1 2
0 2

x xx 
 ，得到

1 2
0

0
1 2

2sin sin2 22
π

x xx
x

x x



 


，再利用  0 0 0
22 sin
π

f x x x    ，可得

1 2 2 1

1 2 2 1

sin sin
2 2

2 2

x x x x

x x x x

 


  ，即可求解.

【小问 1详解】
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当 1a  时，   2e 1xg x x   ，则   e 2xg x x   ，

令   e 2xm x x  ，则   e 2xm x   ，令   0m x  ，得到 ln 2x  ，

当 ln2x  时，   0m x  ，即  m x 在区间  , ln2 上单调递减，

当 ln2x  时，   0m x  ，即  m x 在区间  ln2, 上单调递增，

所以    ln2 2 2ln2 0m x m    ，则   0g x  ，

所以  g x 在R 上单调递增.

【小问 2详解】

因为   2e 1xg x ax   ，所以   e 2xg x ax  ，

设       e 2 2 cos 0xF x g x h x ax x x x      , ，

则   e 2 2 sin 0xF x a x x     , ，

令    e 2 2 sin 0xn x a x x     ，则   e cos 1 cos 0xn x x x      ，

所以  n x 在区间 0, 上单调递增，即  F x 在区间 0, 为增函数，

故    0 1 2 2 2 1F x F a a        ，

当
1
2

a   时，    0 2 1 0F x F a      ，此时  F x 在区间 0, 单调递增，

故    0 0F x F  ，符合题意；

当
1
2

a   时，  0 2 1 0F a     ，且  F x 在 0, 为增函数，

故存在 0 0x  满足  0 0F x  ，则  F x 在  00, x 递减，

所以当  00,x x 时，    0 0F x F  ，不符合题意，

综上所述，实数 a的取值范围为
1
2

a   .

【小问 3详解】

   21 22 cos 2 sin
π π

f x x x x f x x x     , ，

由    1 2f x f x ，得
2 2
1 2

1 1 2 22 cos 2 cos
π π
x xx x x x     ，

所以      1 2 1 2 1 2 1 2
12 cos cos 0
π

x x x x x x x x       ，
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两边同除以 1 2x x ，得   1 2
1 2

1 2

cos cos12 0
π

x xx x
x x


   


，

所以  
1 2 1 2

1 2
1 2

2sin sin1 2 22 0
π

x x x x

x x
x x

 


   


，

令 1 2
0 2

x xx 
 ，得

1 2
0

0
1 2

2sin sin2 22 0
π

x xx
x

x x



  


，得
1 2

0

0
1 2

2sin sin2 22
π

x xx
x

x x



 


，

因为   22 sin
π
xf x x    ，

所以  
1 2 1 2

0

0 0 0 0 0
1 21 2

2sin sin sin2 2 22 sin sin sin 1
π

2

x x x xx
f x x x x x x xx x

  
 

          
 

，

因为

1 2 2 1

1 2 2 1

sin sin
2 2

2 2

x x x x

x x x x

 


  ，又

2 1 π0,
2 2

x x   
 

，易知 2 1 2 10 sin
2 2

x x x x 
  ，所以

1 2

1 2

sin
2 1 0

2

x x

x x



 
 ，

又  0 0, πx  ，所以 0sin 0x  ，故  0 0f x  ，得
1 2 0
2

x xf    
 

.

【点睛】方法点睛：对于利用导数研究不等式的恒成立与有解问题的求解策略：

①通常要构造新函数，利用导数研究函数的单调性，求出最值，从而求出参数的取值范围；

②利用可分离变量，构造新函数，直接把问题转化为函数的最值问题；

③根据恒成立或有解求解参数的取值时，一般涉及分离参数法，但压轴试题中很少碰到分离参数后构造的

新函数能直接求出最值点的情况，进行求解，若参变分离不易求解问题，就要考虑利用分类讨论法和放缩

法，注意恒成立与存在性问题的区别．

19. 已知数列 na 的前 n项和为 nS ，若对每一个 *nN ，有且仅有一个 *mN ，使得 1m n mS a S   ，则

称 na 为“X数列”．记
*

1 ,n m nb S a n  N ，称数列 nb 为 na 的“余项数列”．

（1）若 na 的前四项依次为0,1, 1,2 ，试判断 na 是否为“X数列”，并说明理由；

（2）若
12nnS
 ，证明 na 为“X数列”，并求它的“余项数列”的通项公式；

（3）已知 1 1a  的正项数列 na 为“X数列”，且 na 的“余项数列”为等差数列，证明
21 2nnS

  ．

【答案】（1）不是，理由见解析；
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（2）
4, 1
2 , 2n n

n
b

n


  
；

（3）证明见解析.

【解析】

【分析】（1）依次求出 1 2 3 4, , ,S S S S ，再根据“X数列”定义进行判断即可.

（2）由 12nnS
 先求出数列 na 通项公式，再依据“X数列”定义进行推算证明即可，接着由“余项数列”

的定义公式  *1n m nb S a n  N 进行计算即可.

（3）先探究 1 2,b b 得出“余项数列”公差情况 0d  ，再讨论 0d  时 21 an
d

  推出矛盾得到 0d  ，接

着探究 3n  时若 1m n  得出矛盾，从而得出 1 1m n   ，进而得出

11 11 1n n n m nS S a a a S S       即可进一步推出
21 2nnS

  .

【小问 1详解】

 na 不是“X数列”，

依题意， 1 2 3 40, 1, 0, 2S S S S    ，则 1 1 2S a S  ， 3 1 4S a S  ，不符合题意，

所以 na 不是“X数列”.

【小问 2详解】

由
12nnS
 ，得当 1n  时， 11 4a S  ；当 2n  时，

1
1 2 2 2n n n

n n na S S 
     ，

而 1 4a  不满足 2nna  ，因此
4, 1
2 , 2n n

n
a

n


  
，

令 1m n mS a S   ，即
1 22 2m m

na
   ，则当 1n  时，有 1 22 4 2m m   ，解得 1m  ；

当 2n  时， 1 22 2 2m n m   ，则 1 2m n m    ，而 *,m nN ，于是 1m n  ，

因此对每一个 *( 2)n n N ，有且仅有一个 *mN 且 1m n  ，使得 1m n mS a S   ，

即对任意 *nN ，有且仅有一个 *mN ，使得 1m n mS a S   ，所以 na 为“X数列”，

2

1 2

4, 12 4, 1
2 , 22 2 , 2

m

n m n nm n

nn
b S a

nn



 

   
       

， *nN ，

所以 na 的“余项数列”通项公式为
4, 1
2 , 2n n

n
b

n


  
， *nN .
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【小问 3详解】

由 na 是正项数列，得 nS 单调递增，则 1 1 2S a S  ， 1 2 1 2b S a a  ，

由 22a S ，且 na 为“X数列”，得 21 21a S a S   ，由
*

1 )(n m nb S a n  N ，得 2 2 2 1b S a a  ，

 na 的“余项数列” nb 为等差数列，则其公差 2 1 1 2 0d b b a a    ，

由 1m n mS a S   ，得 1 0n m nb S a  ，

若 0d  ，则当 21 an
d

  时， 2
2 2( 1) (1 1) 0n

ab a n d a d
d

        ，与 0nb  矛盾，

则 0d  ， 2 1nb a a  ， 11n m nb S a a  ，即 11 0m nS a a    ，

对于 3n  ，若 1m n  ，则 12 1 0m na S a a   ，与正项数列 na 矛盾，

于是 1 1m n   ， 11 11 1n n n m nS S a a a S S       ，

因此 1 1 1)2(n nS a S a   ， 1 1 1 2 1
1

1 2

2 2 4 4 4n
n n

n

S a S a S a a a


 
  





 ，

当 3n  时，
2

1(1 2 )n
nS a  ，又

1 0
1 1 2 1 1(1 2 ) , 2 (1 2 )S a S a a     ，

则
2

1(1 2 )n
nS a  ， *nN ，而 1 1a  ，所以

21 2nnS
  .

【点睛】关键点睛：证明
21 2nnS

  的关键第一步是探究出“余项数列” nb 公差 0d  ；第二步是探究

出 0d  时 21 an
d

  有矛盾得到 0d  ；第三步是探究出 3n  时若 1m n  有矛盾，从而得到

1 1m n   ，进而得出 11 11 1n n n m nS S a a a S S       .


