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2024~2025学年度苏锡常镇高三教学情况调研（一）

数学

注意事项：

1．答卷前，考生务必将自己的姓名、考生号、考场号、座位号填写在答题卡上．

2．回答选择题时，选出每小题答案后，用铅笔把答题卡上对应题目的答案标号涂黑，如需

改动，用橡皮擦干净后，再选涂其他答案标号．回答非选择题时，将答案写在答题卡上，，

写在本试卷上无效．

3．本卷满分 150分，考试时间 120分钟．考试结束后，将答题卡交回．

一、选择题：本题共 8小题，每小题 5分，共 40分．在每小题给出的四个选项中，只有一项

是符合题目要求的．

1. 已知 i为虚数单位，复数 z满足
 1 i 2z  

，则
z 

（ ）

A. 2 B. 1 C. 2
2

D. 1
2

【答案】A

【解析】

【分析】根据复数代数形式的除法运算化简 z，再计算其模.

【详解】因为  1 i 2z   ，所以
 

   
2 1 i2 1 i

1 i 1 i 1 i
z


   

  
，

所以  221 1 2z     .

故选：A

2. “
1 1 0
a b
  ”是“ 2 2a b ”的（ ）

A. 充分不必要条件 B. 必要不充分条件

C. 充分必要条件 D. 既不充分也不必要条件

【答案】D

【解析】

【分析】依题意由
1 1 0
a b
  可得0 a b  ，由 2 2a b 可得 a b ，再根据充分条件、必要条件的定义判断

即可.

【详解】由
1 1 0
a b
  可得0 a b  ，由 2 2a b 可得 a b ，
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所以由
1 1 0
a b
  推不出 2 2a b ，即充分性不成立；

由 2 2a b 也推不出
1 1 0
a b
  ，即必要性不成立；

所以“
1 1 0
a b
  ”是“ 2 2a b ”的既不充分也不必要条件.

故选：D

3. 已知平面向量 ,a b

是两个单位向量， a在b


上的投影向量为

1
2
b
r
，则  a a b  

 
（ ）

A. 1 B.
3
2

C. 2 D. 3

【答案】B

【解析】

【分析】根据投影向量定义，结合题意求出 a b
 

的值，再利用平面向量的运算律求数量积.

【详解】由题意， a

在 b

上的投影向量为

1
2

a b b b
b




   
 ，则

1
2

a b
b




 
 ，

因为 ,a b

是单位向量，即 1a b 

 
，所以

21 , 1
2

a b a  
  

，

则   2 1 31
2 2

a a ba a b      
    

.

故选：B.

4. 已知 nS 为等比数列 na 的前 n项和，若 4 3 24 4a a a  ，则
4

1 2

S
a a




（ ）

A. 5 B. 9 C. 9 D. 5

【答案】A

【解析】

【分析】设等比数列 na 的公比为 q，根据所给条件及等比数列通项公式求出 q，再由求和公式计算可得.

【详解】设等比数列 na 的公比为 q，显然 0na  ，

由 4 3 24 4a a a  ，即 2
2

2 24 4a aqaq   ，

则 2 4 4q q  ，解得 2q = ，

所以

 41

1

4

1 2 1

1 2

52
2

1
a

S
a a a a



 
 

 .
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故选：A

5. 已知   3sin
5

   ， tan 2tan  ，则  sin   （ ）

A.
1
5

 B.
1
5

C.
2
5

D.
3
5

【答案】B

【解析】

【分析】先切化弦，得到 sin cos 2cos sin    ，再结合两角和与差的正弦公式可求值.

【详解】由 tan 2tan  
sin sin2
cos cos

 
 
   sin cos 2cos sin    .

由   3sin
5

    3sin cos cos sin
5

     .

由

3sin cos cos sin
5

sin cos 2cos sin

   

   

  

 



2sin cos
5
1cos sin
5

 

 

 

 


.

所以  sin    2 1 1sin cos cos sin
5 5 5

       .

故选：B

6. 已知一圆柱内接于半径为 1的球，当该圆柱的体积最大时，其高为（ ）

A. 1
2 B. 3

3
C. 2 3

3
D. 2

2

【答案】C

【解析】

【分析】结合立体图形，由勾股定理得到

2
2 2 1

2
hR r     

 
，利用均值不等式求最值，等号成立时圆柱体

积最大，求出此时的高 h即可.

【详解】设球半径为 R，圆柱的底面半径为 r，圆柱的高为 h，
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如图，则有

2
2 2 1

2
hR r     

 
，即

2 2 2 4 2
31 3

2 2 4 16
r r h r h

    ，

整理得
2 4

3 3
r h  ，当且仅当

2 2

2 4
r h

 ，即
2 22 4,

3 3
r h  时，等号成立，

此时圆柱体积 2πV r h 取得最大值
4π
3 3

，

所以圆柱的体积最大时，
2 4

3
h  即

2 3
3

h  .

故选：C.

7. 在空间中，过点A作平面 的垂线，记垂足  B f A ．设两个不同平面 ， ，对任意一点 P，

  M f f P  ，   N f f P  ，恒有 PM PN
 

成立，则（ ）

A.  ∥ B. ,  的夹角为 45 C. ,  的夹角为60 D.  

【答案】D

【解析】

【分析】搞清楚题中给出符号的意思，画出草图，可判断平面 ,  的位置关系.

【详解】如图：

设  f P F  ，则  f F M  ，

设  f P E  ，则  f E N  ，
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因为 PM PN
 

恒成立，所以 ,M N 两点重合，

所以四边形 PENF为矩形.

且 EMF 为平面 ,  所成二面角的平面角.

所以  .

故选：D

8. 我市某校共有 1500名学生在学校用午餐，每次午餐只能选择在楼上或楼下的一个食堂用餐，经统计，当

天在楼上食堂用午餐的学生中，有 0
010 的学生第二天会到楼下食堂用午餐：而当天在楼下食堂用午餐的学

生中，有 0
015 的学生第二天会到楼上食堂用楼午餐，则一学期后，在楼上食堂用午餐的学生数大约为（ ）

A. 700 B. 800 C. 900 D. 1000

【答案】C

【解析】

【分析】根据题意，列出方程，代入计算，即可得到结果.

【详解】设一学期后，在楼上食堂用午餐的学生数大约为 x，

则楼上食堂用午餐的学生数大约为1500 x ，

原本在楼上食堂且留下的学生：占比 0 0
0 01 10 90  ，即0.9x，

从楼下食堂转来的学生：楼下食堂人数的 0
015 ，即  0.15 1500 x ，

所以  0.9 0.15 1500x x x   ，解得 900x  .

所以一学期后，在楼上食堂用午餐的学生数大约为900 .

故选：C

二、选择题：本题共 3小题，每小题 6分，共 18分，在每小题给出的选项中，有多项符合题

目要求．全部选对的得 6分，部分选对的得部分分，有选错的得 0分．

9. 某中学举行数学史知识竞赛，其中 6个小组的比赛成绩分别为：70，85，89，75，96，89，则这组数据

的（ ）

A. 极差为 26 B. 中位数大于平均数 C. 方差为 472 D. 下四分位数为 75

【答案】ABD

【解析】

【分析】根据题意，由中位数，平均数以及方差的计算公式代入计算，即可得到结果.
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【详解】将成绩从小到大排序为：70,75,85,89,89,96，

极差为96 70 26  ，故 A正确；

中位数为
85 89 87

2


 ，

平均数为  1 70 75 85 89 89 96 84
6

      ，故 B正确；

方差为            2 2 2 2 2 21 70 84 75 84 85 84 89 84 89 84 96 84
6
            

1 472472
6 6

   ，故 C错误；

下四分位数位置 6 0.25 1.5  ，即下四分位数是第二个数，即75，故 D正确；

故选：ABD

10. 已知函数   3 21 1
3

f x x x   ，其导函数为  f x ，则（ ）

A. 直线 2y x  是曲线  y f x 的切线

B.  f x 有三个零点

C.    2f x f x  

D. 若  f x 在区间  , 4a a  上有最大值，则a的取值范围为  4,0

【答案】BC

【解析】

【分析】对 ( )f x 求导，根据二次函数的性质计算判断 C，根据导函数求出函数的单调性及极值点 B；利用

导函数求出导数值为 2 即可确定过该点的切线方程，即判断 A；根据图象及函数有最大值列式计算即可判

断 D．

【详解】因为   3 21 1
3

f x x x   ，则 2( ) 2f x x x  ，

         2 22 2 2 2 2 2f x x x x x x x          ，所以    2f x f x   ，C正确；

因为 2( ) 2f x x x  ，令 ( ) 0f x  ，得 2 2 0x x  ，解得 0x  或 2x  ，

当 0x  或 2x  时， ( ) 0f x  ，当0 2x  时， ( ) 0f x  ，

所以 ( )f x 在 ( ,0) 和 (2, ) 上单调递增，在 (0,2)上单调递减，

所以 ( )f x 在 0x  处取得极大值，在 2x  处取得极小值，

且     8 10 1, 2 4 1
3 3

f f      ，    , , , ,x f x x f x      
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( )f x 图象如图所示：

故  f x 有两个极值点，三个零点，故 B正确；

设切点的坐标为
3 2

0 0 0
1, 1
3

x x x   
 

，则切线斜率为
2
0 02 2x x   ，

则  22
0 0 02 2 1 1 0x x x      ，所以不存在斜率为 2 的切线，

直线 2y x  不是曲线  y f x 的切线，故 A错误；

因为    0 1 3f f  ，所以若  f x 在区间  , 4a a  上有最大值，

则
0

0 4 3
a

a


   
，所以 4 1a    ，故 D错误．

故选：BC．

11. 已知正方体 1 1 1 1ABCD ABC D 的棱长为 1，点 P满足 1AP xAB yAD zAA  
   

，其中  , , 0,1x y z ，

则（ ）

A. 当 , 0, 0x y y z   时， 1 / /B B 平面 ACP

B. 当 , 0x y z z   时，异面直线 AP与BC所成的角为 45

C. 当 1, 0x y z   时， 1 1 1D P AC

D. 当 1x y z   时，线段 AP的长度最小值为
3
3

【答案】ACD

【解析】

【分析】以正方体一个顶点及三条棱建立空间直角坐标系，得到点的坐标.A选项由空间向量证明线面平行；

B选项由空间向量的夹角公式求得线线角；C选项由空间向量的数量积为 0证明线线垂直；D选项由基本不

等式求得 AP


的模长的最小值.
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【详解】在正方体 1 1 1 1ABCD ABC D 中，以A为坐标原点， 1, ,AB AD AA 分别为 , ,x y z如图建立空间直角

坐标系.

       0,0,0 , 1,0,0 , 1,1,0 , 0,1,0A B C D ，

       1 1 1 10,0,1 , 1,0,1 , 1,1,1 , 0,1,1A B C D ，

∵ 1AP xAB yAD zAA  
   

，∴  , ,P x y z ，

A选项：    , , , 1, 1,AP x x z CP x x z   
 

，  1,1,0BD  


，

∴
0

1 1 0

AP BD x x

CP BD x x

     


      

 

  ，即 BD


是平面 ACP的法向量，

又∵ 1 0BB BD 
 

，∴ 1 / /BB 平面 ACP，A选项正确；

B选项：设 0x y z a    ，则  , ,AP a a a


，  0,1,0BC 


，设异面直线 AP与 BC所成的角为 ，

则
3cos
33

AP BC a
aAP BC




  


 

  ，显然 45  ，B选项错误；

C选项：设 x a ，则  ,1 ,0P a a ，即  1 , , 1D P a a  


，  1 1 1,1,0AC 


，则 1 1 1 0D P AC a a   
 

，

∴ 1 1 1D P AC ，C选项正确；

D选项：
2 2 2AP x y z  


，∵ 1x y z   ，则 2 2 2 2 2 2 1x y z xy xz yz     

 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 22 2 2 1 3x y z xy xz yz x y z x y x z y z x y z                  即

2 2 2 1
3

x y z   ，当且仅当 x y z  时取等号，

∴ 2 2 2 1 3
3 3

AP x y z    


，D选项正确.

故选：ACD.

【点睛】方法点睛，本题是立体几何中的动点产生的线线和线面的关系，所以本题建立空间直角坐标系，
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利用空间向量的坐标关系求得对称结果即可.

三、填空题：本题共 3小题，每小题 5，分，共 15分．

12. 请写出一个同时满足以下三个条件的函数  f x  ______．

①     0f x f x   ，②    πf x f x  ，③  f x 不是常数函数．

【答案】 tanx（答案不唯一）

【解析】

【分析】分析各个条件，写出符合要求的三角函数即可

【详解】分析函数的性质，

条件①     0f x f x   ，函数  f x 为奇函数，

条件②    πf x f x  ，函数  f x 周期为 π，

可考虑三角函数，函数解析式可以为   tanf x x（答案不唯一）．

故答案为： tanx（答案不唯一）．

13. 已知拋物线
2

1 : 4C x y ，
2

2 : 8C x y  的焦点分别为 1 2,F F ，一条平行于 y轴的直线分别与 1 2,C C 交

于 ,A B两点．若 1 2AF BF ，则四边形 1 2AF F B的周长为______．

【答案】12

【解析】

【分析】根据题意，由抛物线的焦半径公式结合抛物线方程代入计算，即可得到 ,A B的纵坐标，即可得到

结果.

【详解】设  1 1,A x y ，则  1 2,B x y ，将 ,A B坐标分别代入 1 2,C C ，

可得

2
1 1
2
1 2

4
8

x y
x y

 


 
，即 1 24 8y y  ，所以 1 22y y  ，

由焦半径公式可得 1 1 1AF y  ， 2 22BF y  ，

由 1 2AF BF 可得 1 21 2y y   ，即 1 2 1y y  ，所以
1

2

2
1

y
y


  
，

所以 1 2 3AF BF  ，

又    1 20,1 , 0, 2F F  ，则 1 2 3FF  ，
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1 2 3AB y y   ，

所以四边形 1 2AF F B的周长为 1 2 1 2 3 4 12AF BF F F AB      .

故答案为：12

14. 在一个不透明的袋子中装有 4个形状大小相同，颜色互不相同的小球．某人先后两次任意摸取小球（每

次至少摸取 1个小球），第一次摸取后记下摸到的小球颜色，再将摸到的小球放回袋中；第二次摸取后，也

记下摸到的小球颜色．则“两次记下的小球颜色能凑齐 4种颜色，且恰有一种颜色两次都被记下”的概率为

______．

【答案】
32
225

【解析】

【分析】应用分步乘法原理及分类加法原理结合组合数的运算，最后结合古典概型计算求解.

【详解】某人先后两次任意摸取小球，每次至少摸取 1个小球，则每次摸球的情况有

1 2 3 4
4 4 4 4C C C C =4+6+4+1=15   种；

所以先后两次任意摸取小球共有15 15 225  种情况；

两次记下的小球颜色能凑齐 4种颜色，且恰有一种颜色两次都被记下的情况有：

第一次摸取 1个球，第二次摸取 4个球，情况共有
1 4
4 4C ×C =4种；

第一次摸取 2个球，第二次摸取 3个球，情况共有
2 1
4 2C ×C =12种；

第一次摸取 3个球，第二次摸取 2个球，情况共有
3 1
4 3C ×C =12种；

第一次摸取 4个球，第二次摸取 1个球，情况共有
4 1
4 4C ×C =4种；

所以两次记下的小球颜色能凑齐 4种颜色，且恰有一种颜色两次都被记下的概率为
4 12 12 4 32

225 225
  

 .

故答案为：
32
225

.

四、解答题：本题共 5小题，共 77分．解答应写出文字说明，证明过程或演算步骤．

15. 在 ABCV 中，角 , ,A B C 所对的边分别为 , ,a b c，且 2 cos 2 2b C a c  ．

（1）求 B；

（2）若 13b  ， 2 2c  ，D为 AC的中点，求BD．

【答案】（1）
3π
4

B 
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（2） 5
2

【解析】

【分析】（1）根据余弦定理或正弦定理进行边角转化，可求角 B .

（2）法一：在 ABCV 中，利用余弦定理，先求边 a与cosC，再在 BCD△ 中利用余弦定理求 BD .

法二：利用 πBDC BDA   ，在 ADB 和 BCD△ 中利用余弦定理列式，可求 BD的值.

法三：在 ABCV 中，利用余弦定理，先求边 a，再利用  1
2

BD BA BC 
  

，结合平面向量数量积的有关

运算，可求 BD的值.

【小问 1详解】

法一：因为 2 cos 2 2b C a c  ，由余弦定理：
2 2 2

2 2 2
2

a b cb a c
ab

 
   ，

得： 2 2 2 2a c b ac    ，则
2 2 2 2cos
2 2

a c bB
ac

 
   ，因为  0,πB ，所以

3π
4

B  ．

法二：因为 2 cos 2 2b C a c  ，由正弦定理得：

2sin cos 2sin 2sinB C A C  ，  2sin cos 2sin π 2sinB C B C C      ，

2sin cos 2sin cos 2cos sin 2sinB C B C B C C   ， 2cos sin 2sinB C C  ，

因为 sin 0C  ，所以
2cos
2

B   ，因为  0,πB ，所以
3π
4

B  ．

【小问 2详解】

在 ABCV 中，由余弦定理得：      2 22 213 2 2 2 2 2
2

a a
 

        
 

，

得： 1a  ，

法一：
2 2 2 1 13 8 3 13cos
2 132 1 13

a b cC
ab

   
  

 
，

在 CBD△ 中，由余弦定理得： 2 13 13 3 13 51 2 1
4 2 13 4

BD        ，得：
5

2
BD = ．

法二：因为 πBDC BDA   ，所以 cos cos 0BDC BDA    ，

所以
2 2 2 2 2 2

0
2 2

BD CD CB BD AD AB
BD CD BD AD
   

 
 

，
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所以

2 2

2 2 2 213 131 (2 2)
2 2

0
13 132 2
2 2

BD BD

BD BD

   
      
    
 

，解得：
5

2
BD = ．

法三：因为  1
2

BD BA BC 
  

，所以  2 2 21 2
4

BD BA BC BA BC   
    

，

2 1 28 1 2 2 2 1
4 2

BD
  

            


，所以

5

2
BD = ．

16. 在①
2 2nnS n  ；② 1 1 11, n n na a S S    ；③ 2 1n nS a  这三个条件中，请选择一个合适的

条件，补充在下题横线上（只要写序号），并解答该题．

已知数列 na 的各项均为正数，其前 n项和为 nS ，且对任意正整数 n，有______．

（1）求 na 的通项公式；

（2）设
1

1

n
n

n n

ab
S S








，数列 nb 的前 n项和为 nT ，证明：
3 1
4 nT  ．

【答案】（1）答案见解析

（2）证明见解析

【解析】

【分析】（1）条件①不符合题意.如果选条件②，则可根据 1 1n n na S S   及条件②，得到 1 1n nS S   ，

从而可判断 nS 是等差数列，求得 nS 的通项公式，进而得到 nS 的通项公式，最后得到 na 的通项公式.

如果选条件③，可直接得到 nS 与 na 的关系，进而可得到 na 的通项公式.

（2）由已知条件，可求得 nb 的通项公式，从而得到 nT 的表达式，即可证明
3 1
4 nT  .

【小问 1详解】

对于条件①，当 1n  时，
2

1 1 1 2 1 0a S      ，不符合题意．（如果选条件①，不得分）

如选②： 1 1 1 1 11, ,n n n n n n na a S S S S S S         ，

  1 1 1n n n n n nS S S S S S      ， 1 1n nS S   ，

则 nS 是公差为 1的等差数列，

则  1 1 1nS S n n     ，则
2

nS n ．
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当 2n  时， 1 2 1n n na S S n    ，

当 1n  时， 1 1a  满足上式．

所以 na 的通项公式为 2 1na n  ．

如选③：因为 2 1n nS a  ，则
 21

2
n

n

a
S


 ，

当 1n  时， 1 12 1a a  ，解得： 1 1a  ．

当 2n  时，
   2 2

1
1

1 1
2 2

n n
n n n

a a
S S a 



 
    ，

即    1 12 0n n n na a a a     ，因为 0na  ，所以 1 2n na a   ，

则 na 是首项为 1，公差为 2的等差数列，

所以 na 的通项公式为 2 1na n  ．

【小问 2详解】

因为
1

2 2 2 2
1

2 1 1 1
( 1) ( 1)

n
n

n n

a nb
S S n n n n






   

  
，

1 2 3 2 2 2 2 2 2 2
1 1 1 1 1 1 11
1 2 2 3 ( 1) ( 1)n nT b b b b

n n n
                          

．

因为 ( )
( )2

1
0

1
f x

x
 


，且在 0x  时单调减小，

所以 2

11 1
( 1)nT n

  


，且 nT 在 0n  时单调增加，并在 1n  时取最小值
3
4
，

所以
3 1
4 nT  ．

17. 如图，在四面体 ABCD中， 2AB BD  ， 90ADC BDC   ，点 E为棱 AD的中点，点 F 为

棱 AC上的动点．
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（1）求证：平面 ACD 平面 BEF；

（2）已知二面角 A DC B  的大小为30，当直线 BF 与平面 ACD所成角的正弦值的最大值为
2 7
7

时，

求此时四面体 ABEF的体积．

【答案】（1）证明见解析

（2） 3
8

【解析】

【分析】（1）根据给定条件，利用线面垂直的判定、性质，面面垂直的判定推理得证.

（2）由（1）可得 30ADB  ，再结合已知确定点 F 位置，进而求出四面体 ABEF的相关元素并求出体

积.

【小问 1详解】

由 90 , 90ADC BDC      ，得 ,DC AD DC BD  ，

又 , ,AD BD D AD BD  平面 ABD，则DC 平面 ABD，

而 BE 平面 ABD，于是DC BE ，由 E为 AB中点， AB BD ，得 BE AD ，

又 , ,AD CD D AD CD  平面 ACD，因此 BE 面 ACD，又 BE 平面 BEF，

所以平面 ADC 平面 BEF．

【小问 2详解】

由（1）知，二面角 A CD B  的平面角为 ADB ，则 30ADB  ，

由 BE 平面 ACD，得 BFE 为 BF 与平面 ACD所成的角，

在Rt BED 中， 2BD  ，则 3, 1DE BE  ，
1sin BEBFE

BF BF
   ，

而 max
2 7(sin )
7

BFE  ，则 min
7
2

BF  ，此时 BF AC ，
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由 BE 平面 ACD， AC 平面 ACD，得 BE AC ，而 , ,BE BF B BE BF  平面 BEF，

则 AC 平面 BEF，又 EF 平面 BEF，于是 EF AC ，

在RtAEF 中， 2 2 2 23 3,
2 2

EF BF BE AF AB BF      ，则
1 3 3
2 8AEFS AF EF  △

，

所以四面体 ABEF的体积
1 1 3 3 31
3 3 8 8B AEF AEFV S BE       .

18. 已知双曲线
2 2

2 2: 1( 0, 0)x yC a b
a b

    的右顶点A到其渐近线的距离为
2 5
5

．点  2,1B 在C的渐近

线上，过 B的直线 l与C交于 ,P Q两点，直线 ,AP AQ分别与 y轴交于 ,M N 两点．

（1）求C的方程；

（2）若 APQ△ 的面积为
2 6
3

，求 l的方程；

（3）证明：线段MN 的中点为定点．

【答案】（1）
2

2 1
4
x y 

（2） 3 0x y  

（3）证明见解析

【解析】

【分析】（1）由顶点到渐近线距离建立方程解得 ,a b的值，从而得到曲线方程；

（2）设直线方程，联立方程组得到一元二次方程，设交点坐标，由韦达定理得到根与系数的关系，由三角

形面积建立方程得到 k的值，从而得到直线方程；

（3）设 ,M N 坐标，然后得到直线 AM 方程，联立方程组得到一元二次方程，由韦达定理得到 P点坐标，

同理求得Q点坐标.从而得到 ,PB QB
 

，由向量共线建立等式，从而得到 ,M N 点纵坐标的关系，即可得证.

【小问 1详解】

因为C的一条渐近线方程为  0, ,0bx ay A a  ，
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A到渐近线的距离为 2 2

2 5
5

abd
a b

 


，

过  2,1B 得 2 0b a  ，

解得： 2, 1a b  ，

所以C的方程为
2

2 1
4
x y  ①．

【小问 2详解】

显然直线 l的斜率存在，设 l的方程为  2 1y k x   ②，

①②联立得：  2 2 2 21 2 4 4 4 2 0
4

k x k k x k k        
 

．

则有
21 0

4
k  ③，    22 2 21Δ 2 4 4 4 4 2 2 4 0

4
k k k k k k           

 
④，

设    1 1 2 2, , ,P x y Q x y ，

则

2

1 2
2

2 4
1
4

k kx x
k


 


⑤，

2

1 2
2

4 4 2
1
4

k kx x
k

  



⑥，

把⑤⑥代入：  22 1 2 1 2 1 2

4 2 44
1 4

kx x x x x x
k


    


，

所以 2 1 2

1 1 4 2 4 21 6
2 2 31 4APQ

kS AB x x
k


       
 ，

得：    21 4 2 1 0k k k    ，解得： 1k   ．

满足③④式，则直线 l的方程为 3 0x y   ．

【小问 3详解】
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设    0, , 0,M m N n ，不妨设m n ．则直线  : 2
2
mAM y x   ⑦，

联立①⑦得：  2 2 2 21 4 4 4 0m x m x m     ，

则     22 2 2Δ 4 4 1 4 4 16m m m     ，
 2

2

4 1
1A P

m
x x

m





则
 2

2 2

2 1 2,
1 1P P

m mx y
m m

 
 

 
；

同理：
 2

2 2

2 1 2,
1 1Q Q

n nx y
n n

 
 

 
．

而
 2

2 2

2 1 22 ,1
1 1

m mPB
m m

     
   


，

 2

2 2

2 1 22 ,1
1 1

n nQB
n n

     
   


，

又 , ,P B Q三点共线，则有PB QB
 

∥ ，

则
   2 2

2 2 2 2

2 1 2 12 22 1 2 1
1 1 1 1

m nn m
m n n m

                              
，

得： 2 0m n   ，

所以MN 的中点为定点  0, 1 ．

【点睛】技巧点睛，三角形在直角坐标的面积可以用铅锤高乘水平宽来表示，例如本题中

2 1
1
2APQS AB x x    ( 2 1x x 表示点 ,P Q的水平宽) .

19. 我们把 ( )d b a a b   称为区间 ,a b 的长度．若函数  f x 是定义在区间 I 上的函数，且存在

 ,a b I ，使得       , ,f x x a b a b  ，则称 ,a b 为  f x 的自映射区间．已知函数

   sinf x x x x I   ，   ln ( 0)g x m x m  ．

（1）若  10,10I   ，任取  f x 的一个自映射区间，求其区间的长度 πd  的概率；

（2）若  g x 存在自映射区间 ,a b ，

①求m的取值范围；

②求证： 2eab  ，且 ,a b 的长度 22 ed m m  ．

【答案】（1）
5
7

（2）①  e, ；②证明见解析.
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【解析】

【分析】（1）根据题意，由自映射区间定义结合古典概型的概率公式代入计算，即可得到结果；

（2）①由自映射区间定义，结合函数的单调性，将问题转化为函数至少存在两个零点问题，然后结合导数，

代入计算，即可得到结果；②构造函数，利用导数研究函数的单调性，即可证明不等式.

【小问 1详解】

因为   1 cos 0f x x   恒成立，则  f x 在 I 上单调递增，

若  f x 存在自映射区间 ,a b ，则    ,f a a f b b  ，

即方程  f x x ，即   sin 0 10,10x x   至少有两个不同实数解．

则 x的解集为 3π, 2π, π,0, π,2π,3π   ，所以区间 ,a b 的选择共有
2
7C 种．

若 πd  ，共有 6种选择，

所以区间的长度 πd  的概率为 2
7

6 51
C 7

  ．

【小问 2详解】

①因为  0,m g x 在  0,  上单调递增，

若  g x 存在自映射区间 ,a b ，则    ,g a a g b b  ，

即   lnh x m x x  至少有两个零点，

因为    , 0,m xh x x m
x

 
 时，    0,h x h x  单调递增；

 ,x m  时，    0,h x h x  单调递减；

若要存在两个零点，则    max ln 0h x h m m m m    ，即 em  ．

此时    1 1 0, 1,h a m     ，使得   0h a  ．

因为当  e,x  时，
2(2ln ) 0xx x
x
   ，即函数 2lny x x  单调递减，

所以 2ln 2 e 0x x    ，又 em  ，

所以    2 22 ln 2ln 0h m m m m m m m     ，则  2,b m m  ，使得   0h b  ．

所以m的取值范围为  e, ．
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②因为 ln 0, ln 0m a a m b b    ，所以
ln ln ln ln
b a b a m
b a b a
 

 
 

，

下证：
2 ln ln

a b b a
b a

 



．记   1ln 2 ( 1)

1
xl x x x
x


  


，

则  
2

2 2
1 4 ( 1) 0

( 1) ( 1)
xl x

x x x x


 


  


，

则  l x 在  1, 上单调递增，则    1 0l x l  ，即
 2 1

ln
1

x
x

x





，

即

1
ln 2

1

b
b a

ba
a





，所以

2 ln ln ln ln
a b b a b a

b a b a
  

 
 

．

所以  ln ln ln 2a b ab   ，所以 2eab  ．

记   eln 2s x x
x

   ，则   2 2
1 e exs x
x x x

 
  ，

 0,ex 时，    0,s x s x  单调递减；  e,x  时，    0,s x s x  单调递增；

所以    e 0s x s  ，即
eln 2x
x

  ，

则
1 eln 2a a
m a

   ，即
21 2 e 0a a

m
   ，同理

21 2 e 0b b
m

  

因为函数   21 2 et x x x
m

   的
eΔ 4 4 0
m

   ，且对称轴为 x m ，

则方程   0t x  存在两根  1 2 1 2,x x x m x  ，且 2
2 1 2 ex x m m   ，

又 a m b  ，且    0, 0t a t b  ，所以 1 2a x m x b    ，

则 2
2 1 2 eb a x x m m     ，

所以区间 ,a b 的长度 22 ed m m  ．

【点睛】关键点睛：本题主要考查了新定义问题与导数的综合应用，难度较大，解答本题的关键在于理解

所给的定义，然后结合导数的知识解答.


