
第 1页/共 21页
学科网（北京）股份有限公司

无锡市第一中学 2023-2024学年度第二学期期中试卷

高一数学

2024.4

命题： 冯一成 审核：沈柏英

一、选择题：本题共 8小题，每小题 5分，共 40分．在每小题给出的四个选项中，只有一项

是符合题目要求的．

1. 在下列各组向量中，可以作为基底的是（ ）

A.    1 20,0 , 1,2e e 
 

B.    1 21,2 , 2,1e e  
 

C.    1 23,5 , 6,10e e 
 

D.  1 2
1 32, 3 , ,
2 4

e e      
 

 

【答案】B

【解析】

【分析】根据基底需为不共线的非零向量，由此依次判断各个选项即可.

【详解】由于零向量与任意非零向量共线，故 A错误；

由    1 21,2 , 2,1e e  
 

，而 1 1 2 2 0     ，

所以向量 21,ee
 

不共线，可以作为基底，故 B正确；

由于    1 23,5 , 6,10e e 
 

，则 2 12e e
 

，

所以向量 21,ee
 

共线，不能作为基底，故 C错误；

由于  1 2
1 32, 3 , ,
2 4

e e      
 

 
， 1 24e e
 

，

所以向量 21,ee
 

共线，不能作为基底，故 D错误.

故选：B

2. 如图所示直角梯形OABC上下两底分别为 2和 4，高为 2 2，则利用斜二测画法所得其直观图的面积为

（ ）
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A. 2 B. 3

C. 4 D. 6

【答案】B

【解析】

【分析】根据题意，由梯形面积公式求出原图的面积，结合原图与直观图面积的关系，分析即可得出结果.

【详解】根据题意，原图直角梯形OABC中，上下两底分别为 2和 4，高为 2 2，

其面积
2 4 2 2 6 2
2

S 
   ，

则其直观图的面积
2 3
4

S S   .

故选：B.

3. 关于向量 a

，b

，下列命题中，正确的是（ ）

A. 若 a b
r r

，则 a b
 

B. 若 a b
 

，则 a b
 

C. 若a b
 

，则 a b
 
∥ D. 若 a b

 
∥ ，则 a b

 

【答案】C

【解析】

【分析】根据相等向量的定义即可判断 A；根据平面向量的定义即可判断 B；根据共线向量及相等向量的定

义即可判断 CD,

【详解】解： a b
r r

时，方向未知， a b
 

不成立，A错误；

向量不能比较大小，B错误；

a b
 

表示向量大小相等，方向相同，所以 a b
 
∥ ，C正确；

a b
 
∥ 表示向量方向相同或相反，不能得到 a b

 
，D错误.

故选：C.

4. 如图，石磨是用于把米、麦、豆等粮食加工成粉、浆的一种机械，通常由两个圆石做成．磨是平面的两
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层，两层的接合处都有纹理，粮食从上方的孔进入两层中间，沿着纹理向外运移，在滚动过两层面时被磨

碎，形成粉末．如果一个石磨近似看作两个完全相同的圆柱体拼合而成，每个圆柱体的底面圆的直径是高

的 2倍，若石磨的侧面积为16π，则圆柱底面圆的半径为（ ）

A. 4 B. 2 C. 4 2 D. 2 2

【答案】B

【解析】

【分析】设圆柱底面圆的半径为 0r  ，则圆柱的高为 r，结合圆柱的侧面积公式运算求解.

【详解】设圆柱底面圆的半径为 0r  ，则圆柱的高为 r，

则石磨的侧面积为 2 2π 16πr r   ，解得 2r  .

故选：B.

5. 正四面体 A BCD 中， , , ,E F G H 分别是棱 , , ,AB BC CD AD的中点，则不正确的选项为（ ）

A. / /EF 平面 ACD B. AC BD

C. AB 平面 FGH D. , , ,E F G H 四点共面

【答案】C

【解析】

【分析】选项 A，根据条件得到 //EF AC，利用线面平行的判定定理，即可判断出选项 A的正误；选项 B，

根据条件得到 BD 面 AMC，利用线面垂直的性质，即可判断出选项 B的正误；对于选项 C，根据条件

得到 //EF AC，而 AB不垂直 AC，即可判断选项 C的正误；对于选项 D，利用 / /HG EF ，即可判断选

项 D的正误.

【详解】将正四面体 A BCD 放置到正方体中，

对于选项 A，如图 1，因为 ,E F 上棱 ,AB BC的中点，所以 //EF AC，

又 AC 面 ACD， EF 面 ACD，所以 / /EF 平面 ACD，所以选项 A正确，
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对于选项 B，如图 2，取 BD中点M ，连接 ,AM CM ，因为四面体 A BCD 是正四面体，

所以 ,AM BD CM BD  ，又 AM CM M  ， ,AM CM 面 AMC，

所以 BD 面 AMC，又 AC 面 AMC，所以 AC BD ，故选项 B正确，

对于选项 C，如图 3，由选项 A知， //EF AC，又 ABC 是等边三角形，所以 AB与 AC不垂直，

故 AB与 EF 不垂直，若 AB 平面 FGH，又 EF 平面 FGH，则 AB EF ，所以选项 C错误，

对于选项 D，如图 3，因为 ,G H 是 ,CD AD的中点，所以 / /HG AC，又 //EF AC，

所以 / /HG EF ，故 , , ,E F G H 四点共面，所以选项 D正确，

故选：C.

6. 已知M 是边长为 1 的正 ABC 的边 AC上靠近 C的四等分点， N 为 AB的中点，则 BM MN
 

的值是

（ ）

A.
1
2

 B.
1
4

 C. 1
2 D.

1
4

【答案】A

【解析】
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【分析】根据平面向量的线性运算可得
3 1
4 4

BM BC BA 
  

，
1 3
4 4

MN BA BC 
  

，结合数量积的运算律计算即

可求解.

【详解】如图，

3 1
4 4

BM BC BA 
  

，
1 3 1 1 3( )
2 4 4 4 4

MN BN BM BA BC BA BA BC      
       

，

所以
3 1 1 3( ) ( )
4 4 4 4

BM MN BC BA BA BC    
     

2 23 9 1 3 9 1 1
16 16 16 16 16 16 2
BC BA BC BA BA BC          
     

.

故选：A

7. 如图，为了测量某铁塔的高度，测量人员选取了与该塔底 B在同一平面内的两个观测点 C与 D，现测得

37CDB   ， 68BCD   ， 37.9CD  米，在点 C处测得塔顶 A的仰角为64 ，则该铁塔的高度约为

（ ）（参考数据： 2 1.4 ， 6 2.4 ， tan 64 2.0  ， cos37 0.8  ）

A. 40米 B. 14米

C. 48米 D. 52米

【答案】C

【解析】

【分析】在 CDB△ 中利用正弦定理求 BC，再在Rt ABC△ 中求 AB .

【详解】在 CDB△ 中，由题意可得 75 CBD ，

则   6 2sin sin 75 sin 45 30 sin 45 cos30 cos45 sin30
4

CBD        
       ，
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2sin sin37 1 cos 37 0.6CDB       ，

由正弦定理
sin sin

CD BC
CBD CDB


 

可得
sin

sin
 




CD CDBBC
CBD

，

在Rt ABC△ 中，可得

sin tan 37.9 0.6 2.0tan 48
sin 6 2

4

CD CDB ACBAB BC ACB
CBD

     
     

  ，

所以该铁塔的高度约为 48米.

故选：C.

8. 半正多面体亦称“阿基米德体”或“阿基米德多面体”，是由边数不全相同的正多边形为面的多面体.某半正

多面体由 4个正三角形和 4个正六边形构成，其可由正四面体切割而成.在如图所示的半正多面体中，若其

棱长为 2，点 M，N分别在线段DE，BC上，则 FM MN AN  的最小值为（ ）

A. 3 2 B. 19

C. 6 2 D. 2 19

【答案】D

【解析】

【分析】将几何体展开为平面图形，利用两点之间线段最短求 FM MN AN  的最小值.

【详解】将该半正多面体展开为平面，且 ,A F在线段 ,DE BC 两侧（两线段在两点之间），如下图所示，

由半正多面体中，棱长为 2，得 8FT  ， 2 3AT  ，

且 AT FT ，故 2 2 2 19AF FT AT   ，
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所以 2 19FM MN AN AF    ，当且仅当在展开图中 , , ,A N M F共线时等号成立.

故选：D.

【点睛】方法点睛：

空间图形求表面上折线段之和最小值时，关键是弄清几何体中的有关点、线在展开图中的相应位置关系，

解决的方法就是把各侧面展开铺在平面上，根据“平面内连结两点的线段最短”的方法来解决.

二、选择题：本题共 3小题，每小题 6分，共 18分．在每小题给出的选项中，有多项符合题

目要求．全部选对的得 6分，部分选对的得部分分，有选错的得 0分．

9. 已知 ABC 的内角 A，B，C的对边分别为 a，b，c，以下判断正确的是（ ）

A. 若cos cosA B ，则 ABC 为等腰三角形

B. 若 5a  ， 15b  ， 30A  ，则符合条件的 ABC 有且只有一个

C. 若 cos cosa A b B ，则 ABC 为等腰直角三角形

D. 若 2 2 2sin sin sin 0A B C   ，则 ABC 是钝角三角形

【答案】AD

【解析】

【分析】对于 A，由余弦函数的性质判断，对于 B，由正弦定理分析判断，对于 C，由正弦定理统一成角的

形式，再化简判断，对于 D，利用正弦定理和余弦定理分析判断.

【详解】对于 A，因为 cos cosA B ，  , 0, πA B ，所以 A B ，

所以 ABC 为等腰三角形，故 A正确；

对于 B，由正弦定理得：

115sin 32sin
25

b AB
a


   ，

因为b a ，所以B A ，即30 150B   ，

所以 60B  或120，则三角形有两解，故 B错误；

对于 C，在 ABC 中， cos cosa A b B ，

由正弦定理得 sin cos sin cosA A B B ，即 sin 2 sin 2A B ，

因为  2 ,2 0,2πA B ，所以 2 2A B 或2 π 2A B  ，即 A B 或
π
2

A B  ，

所以这个三角形为等腰三角形或直角三角形，故 C错误；

对于 D，若 2 2 2sin sin sinA B C  ，由正弦定理得 2 2 2a b c  ，
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由余弦定理得
2 2 2

cos 0
2

a b cC
ab

 
  ，所以C为钝角，

所以 ABC 是钝角三角形，故 D正确；

故选：AD．

10. 在正方体 1 1 1 1ABCD ABC D 中， 1 1A E ED
uuur uuur

， 1 12C F FD
 

，过 E，F的平面将正方体 1 1 1 1ABCD ABC D

截成两部分，则所得几何体可能是（ ）

A. 三棱锥 B. 直三棱柱

C. 三棱台 D. 四棱柱

【答案】ABC

【解析】

【分析】根据正方体的结构特征，结合平面图形的性质分别分析截面形状即可求出结果.

【详解】如图， 连接 ,DE DF ，则平面DEF 可截得三棱锥 1D D EF ，故 A正确；

如图，过 E作 EG AD ，过 F作 FH CD ，

则过 ,E F 的平面 EFHG可截得直三棱柱 1D EF DGH ，故 B正确

如图，延长 1DD至 P，连接 ,PE PF，分别与 ,AD CD交于 ,M N 两点，

则可得平面 EFNM 截得三棱台 1DMN D EF ，故 C正确；
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EF 将四边形 1111 DCBA 分成一个三角形和一个五边形，所以不可能得到四棱柱.

故选：ABC.

11. 平行四边形 ABCD中，
3
2

AB  ， 1AD  ，
π
3

A  .动点 P满足 AP AB AD  
  

，  , 0,1  ，

下列选项中正确的有（ ）

A. 1  时， CP


的取值范围是 0,1

B. 1  时，存在 P使得 0AP BD 
 

C.
21
8

AP AB 
 

时，动点 P形成的轨迹的长为
3
2

D.
1
3

  且 AP


最大时， AP


在 AB


上的投影向量为
2
3


AB

【答案】ABD

【解析】

【分析】根据图形特征建立平面直角坐标系，当 1  时 P在线段BC上，从而判断 A；若 1  ，，则

3 3,
2 2

P 
 
  
 

，通过解方程进而判断 B；通过
21
8

AP AB 
 

从而得到动点 P轨迹方程进而判断 C；通过图

形特征以及投影向量的相关概念判断 D.

【详解】在平行四边形 ABCD中，作 DO AB，建立如图所示的平面直角坐标系，

则
1 ,0
2

A  
 

，  1,0B ，
3 3,
2 2

C
 
  
 

，
30,
2

D
 
  
 

，则
3 1 3,0 , ,
2 2 2

AB AD
           

 
，

所以
3 1 3,
2 2 2

AP AB AD    
 

     
 

  
，则

3 1 1 3,
2 2 2 2

P   
 

   
 

，

对于 A，若 1  ，则 P在线段BC上（含端点），所以 CP


的取值范围是  0,1 ，故 A正确；

对于 B，若 1  ，则
3 3,
2 2

P 
 
  
 

，所以
3 1 3 3, , 1,
2 2 2 2

AP BD
   

         
   

 
，
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所以令
3 1 3 0
2 2 4

AP BD        
 

 
，所以

1
6

  符合题意，

所以 1  时，存在 P使得 0AP BD 
 

，故 B正确；

对于 C，
3 3 1 21
2 2 2 8

AP AB        
 

 
，则

3 1 7
2 2 4
   ，

所以
5 3,
4 2

P 
 
  
 

，由

7
20 13

0 1






    


 

，得到
1 1
2

  ，

所以动点 P形成的轨迹的长为
3
4

，故 C错误；

对于 D，过点O作 //OM AD，若
1
3

  ，则 P在OM 上，又因为 AP


最大，

所以 P与M 重合，作MN AB ，则 AP


在 AB


上的投影向量为 AN


，

由
21
3

AN AO ON AO DM AB      ，则 AP


在 AB


上的投影向量为
2
3


AB，故 D正确.

故选：ABD

【点睛】方法点睛：本题考查平面向量综合问题，该类问题常见的处理方法为：

（1）基底法：通过基底的建立与表示进行求解；

（2）坐标法：通过平面直角坐标系，结合坐标公式进行求解；

（3）转化法：通过平方关系的转化求解平面向量问题.

三、填空题：本题共 3小题，每小题 5分，共 15分．

12. 已知向量  1, 3a 


，  , 3b x


，若  2a a b 
 

，则 ,a b
 

的夹角为________.

【答案】
π
3
##60

【解析】

【分析】利用平面向量的坐标运算求出b

，再利用夹角公式求解即可.

【详解】易知  1 2 , 32a b x  
 

，而  2a a b 
 

，故1 2 3 0x   ，
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解得 = 1x  ，则  1, 3b  


，设 ,a b
 

夹角为  ，显然  0, π  ，

得
1 3 1cos

24 4
a b
a b

   
  



 
  ，故

π
3

  .

故答案为：
π
3

13. 已知 ABC 的内角 A，B，C的对边分别为 a，b，c， D为边 AC的中点， 1c  ， 2BD  ，
π
4

ABD  ，

则边 a的长为________.

【答案】 5

【解析】

【分析】在 ABD△ 中，由余弦定理得 AD，从而发现 2 2 2AB AD BD  ，利用勾股定理可解.

【详解】在 ABD△ 中， 1c  ， 2BD  ，
π
4

ABD  ，

由余弦定理得 2 2 2 2 cosAD AB BD AB BD ABD     
21 2 2 1 2 1
2

       ，

所以 1, 2 2AD AC AD   ，

此时 2 2 2AB AD BD  ，即 AB AD ，

所以 2 2 5a BC AB AC    .

故答案为： 5

14. 如今中国在基建方面世界领先，可谓是逢山开路，遇水架桥.公路里程､高铁里程双双都是世界第一.建设

过程中研制出用于基建的大型龙门吊､平衡盾构机等国之重器更是世界领先.如图是某重器上一零件结构模

型，中间最大球为正四面体 ABCD的内切球，中等球与最大球和正四面体三个面均相切，最小球与中等球

和正四面体三个面均相切，已知正四面体 ABCD体积为8 3，则模型中最大球的体积为________，模型中

九个球的表面积之和为________.

【答案】 ①.
4π
3

##
4 π
3

②. 9π
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【解析】

【分析】根据三棱锥的体积公式计算可得正四面体的棱长为2 6 ，如图，作出辅助线，先求出正四面体的

内切球半径，再利用三个球的半径之间的关系得到另外两个球的半径，得到答案.

【详解】设正四面体的棱长为 x，高为 h，底面圆半径为 r，

则 2
sin60
x r  ，得

3
3

r x ，又 2 2 6
3

h x r x   ，

所以正四面体的体积为 21 1 1 6· · ·sin 60 · 8 3
3 3 2 3A BCD BCDV S h x x

    ，解得 2 6x  .

如图，取 BC的中点E，连接DE， AE，则 6CE BE  ， 24 6 3 2AE DE    ，

过点 A作 AF ⊥底面 BCD，垂足在DE上，且 2DF EF ，

所以 2 2, 2DF EF  ，故 2 2 24 8 4AF AD DF     ，

点O为最大球的球心，连接DO并延长，交 AE于点M ，则DM ⊥ AE，

设最大球的半径为 R，则OF OM R  ，

因为Rt AOM△ ∽RtAEF ，所以
AO OM
AE EF

 ，即
4
3 2 2
R R
 ，解得 1R  ，

所以最大球的体积为
34 4π π

3 3
R  ，且 1OM OF= = ，则 4 1 3AO    ，

1sin
3

OMEAF
AO

   ，

设最小球的球心为 J ，中间球的球心为K，则两球均与直线 AE相切，设切点分别为 ,H G，

连接 ,HJ KG，则 ,HJ KG分别为最小球和中间球的半径，长度分别设为 ,a b，

则 3 3 , 3 3AJ HJ a AK GK b    ，则 3 3JK AK AJ b a    ，

又 JK a b  ，所以3 3b a a b   ，解得 2b a ，

又 3 3OK R b AO AK b      ，故 4 3 2b R   ，解得
1
2

b  ，

所以
1
4

a  ，

模型中九个球的表面积和为 2 2 24π 4π 4 4π 4 4π 4π π 9πR b a        .
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故答案为：
4 π
3

；9π

【点睛】思路点睛：解决与球有关的内切或外接的问题时，解题的思路是确定球心的位置．对于外切的问

题要注意球心到各个面的距离相等且都为球半径；对于球的内接几何体的问题，注意球心到各个顶点的距

离相等，解题时要构造出由球心到截面圆的垂线段、小圆的半径和球半径组成的直角三角形，利用勾股定

理求得球的半径.

四、解答题：本题共 5小题，其中第 15题 13分，第 16，17题 15分，第 18，19题 17分，

共 77分．解答应写出文字说明、证明过程或演算步骤．

15. 已知 ABC 的内角 A，B，C的对边分别为 a，b，c， 2CD DB
 

，P为线段 AD的中点，记 ,CB a CA b 
   

，

, ,CP ma nb m n R  
uur r r

.

（1）求m n 的值；

（2）若 ABC 的面积为 3， 2,a  π
3

ACB  ，求线段 CP的长度.

【答案】（1）
5
6

m n  ；

（2） 19
3

．

【解析】

【分析】（1）利用向量的线性运算，结合平面向量基本定理计算得解.

（2）利用三角形面积公式求出b，再利用向量数量积的运算律计算即得.

【小问 1详解】

由 P为线段 AD的中点， 2CD DB
 

，得CP
 1 1

2 2
CA CD 
  1 1 2

2 2 3
CA CB  
  1 1

2 3
CA CB 
 

，

即
1 1
3 2

CP a b 
  

，而CP ma nb 
uur r r

，且 ,a b
 

不共线，

因此
1 1,
3 2

m n  ，所以
5
6

m n  .
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【小问 2详解】

由 ABC 的面积为 3，即 3ABCS  ，且
π
3

ACB  ，

得
1 sin 3
2
CA CB ACB   ，即 4ab  ，而 2a  ，因此 2b  ，

所以
2 22 2 21 1 1 1 1 1 1 1 π| ( cos

3 2 9 4 3 9 4 3 3
| )CP a b a b a b a b ab        

       

2 21 1 1 1 192 2 2 2
9 4 3 2 3

         ．

16. 我国古代数学名著《九章算术》中，称四面都为直角三角形的三棱锥为“鳖臑”．如图，在三棱锥 A BCD

中， AB 平面 ,BCD BC CD ．

（1）证明：三棱锥 A BCD 为鳖臑；

（2）若E为 AD上一点，点 ,P Q分别为 ,BC BE的中点．平面DPQ与平面 ACD的交线为 l．

①证明：直线 / /PQ 平面 ACD；

②判断 PQ与 l的位置关系，并证明你的结论．

【答案】（1）证明见解析；

（2）①证明见解析；②平行，证明见解析.

【解析】

【分析】（1）利用线面垂直的性质及判定定理即可求解；

（2）①利用三角形的中位线定理及线面平行的判定定理即可求解；

②利用①的结论及线面平行的性质定理即可求解.

【小问 1详解】

∵ BC CD ，

∴ BCD△ 为直角三角形，

∵ AB 平面 BCD，且 BD 平面 BCD，BC 平面 BCD，CD 平面 BCD，

∴ AB BC ， AB BD ， AB CD ，



第 15页/共 21页
学科网（北京）股份有限公司

∴ ABC 和 ABD△ 为直角三角形，

∵ BC AB B  ， BC 平面 ABC， AB 平面 ABC，

∴CD 平面 ABC，

又∵ AC 平面 ABC，

∴CD AD ，

∴ ACD 为直角三角形，

∴三棱锥 A BCD 为鳖曘.

【小问 2详解】

①

连接CE，∵点 ,P Q分别为 ,BC BE的中点，

∴ / /PQ CE，

且 PQ平面 ACD，CE 平面 ACD，

所以直线 / /PQ 平面 ACD，

②平行，

证明： / /PQ 平面 ACD， PQ 平面DPQ，平面DPQ 平面 ACD = l，

所以 / /PQ l .

17. 在①
2c s
2

o cA a
b




，②  cos 2 cosb C a c B  中任选一个作为已知条件，补充在下列问题中，并作

答.

问题：在 ABC 中，角 , ,A B C所对的边分别为 , ,a b c，已知_________.

（1）求 B；

（2）若 ABC 的外接圆半径为 1，且
1cos cos
8

A C   ，求 a c .
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注：若选择不同条件分别作答，则按第一个解答计分.

【答案】（1）
π
3

B  ；

（2） 30
2

a c  .

【解析】

【分析】（1）选择条件①根据余弦定理边角互化可求解，选择条件②根据正弦定理边化角结合三角恒等变

换求解；

（2）根据余弦的和差角公式可得
3sin sin
8

A C  ，进而利用正弦定理可得
3
2

ac  ， 3b  ，由余弦定理

即可求解 a c .

【小问 1详解】

选择条件①：因为
2c s
2

o cA a
b




，

在 ABC 中，由余弦定理可得
2 2 2 2
2 2

b c a c a
bc b

  
 ，化简得 2 2 2a c b ac   ，

由余弦定理可得
2 2 2 1cos
2 2 2

a c b caB
ac ac

 
   ，

因为  0,πB ，所以
π
3

B  .

选择条件②：因为  cos 2 cosb C a c B  ，由正弦定理得，

sin cos sin cos 2sin cosB C C B A B  .

即  sin 2sin cosB C A B  ，

则 sin 2sin cosA A B ，

因为  0,πA ， sin 0A ，所以
1cos
2

B  ，

因为  0,πB ，所以
π
3

B  .

【小问 2详解】

因为
π
3

B  ，所以
2π
3

A C  ，即   1cos
2

A C   ，

即
1cos cos sin sin
2

A C A C   ，又因为
1cos cos
8

A C   ，

所以
3sin sin
8

A C  .
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由于 ABC 的外接圆半径为 1R  ，由正弦定理可得 sin sin
2 2
a cA C   ，

可得
3
2

ac  ，

所以 2 sin 3b R B  ，

由余弦定理可得  22 2 2 cos 3 3b a c ac B a c ac       ，

所以
30
2

a c  .

18. 我们把由平面内夹角成60的两条数轴Ox，Oy构成的坐标系，称为“广义坐标系”.如图所示， 1e

， 2e


分

别为Ox，Oy正方向上的单位向量.若向量 1 2OP xe ye 
  

，则称有序实数对 ,x y 为向量OP


的“广义坐标”，

可记作  ,OP x y


.

（1）已知    1,2 , 2, 1a b  


，求 a b
 

， 2a b
 

的“广义坐标”；

（2）已知  1 1,a x y


，  2 2,b x y


，求 a b
 

；

（3）已知  1 1,a x y


，  2 2,b x y


，求证： / /a b
 

的充要条件是 1 2 2 1 0x y x y  .

【答案】（1）    3,1 , 2 0,5a b a b   
r r r r

；

（2）  1 2 1 2 1 2 2 1
1
2

a b x x y y x y x y    
r r

；

（3）证明见解析.

【解析】

【分析】（1）根据已知条件及向量的坐标运算即可求解；

（2）利用向量的数量积公式及数量积的运算律即可求解；

（3）根据已知条件及向量的共线定理即可求解.

【小问 1详解】

因为    1,2 , 2, 1a b  


，

所以    3,1 ,2 0,5a b a b   
  



第 18页/共 21页
学科网（北京）股份有限公司

【小问 2详解】

因为 1e

， 2e


两分别为Ox，Oy正方向上的单位向量，且夹角为60，

所以 1 2 1 2
1cos60
2

e e e e   
   

，

a b 
         1 1 2 2 1 1 1 2 2 1 2 2, ,x y x y x e y e x e y e    

   

2 2

1 2 1 1 2 1 2 2 1 1 2 1 2 2x x e x y e e x y e e y y e     
     

2 2

1 2 1 1 2 2 1 1 2 2
1 1
2 2

x x e x y x y y y e   
 

 1 2 1 2 1 2 2 1
1
2

x x y y x y x y   

所以  1 2 1 2 1 2 2 1
1
2

a b x x y y x y x y    


，

【小问 3详解】

必要性：若 0b 
 

，则 1 10 0 0x y    ；

若 0b 
r r

， / /a b
 

，则存在 ，使得a b
 

，即
1 2

1 2

x x
y y





 

，消去 得 1 2 2 1 0x y x y  ；

充分性：当 1 2 2 1 0x y x y  ，若 0b 
 

，则 / /a b
 

，

若 0b 
r r

，不妨设 2 0x  ，则
1 2

1
2

x yy
x

 ，则

1
1 2

2

1
1 2

2

xx x
x
yy y
y

 

 


,

则存在
1

2

x
x

  ，使得 a b
 

，

所以 / /a b
 

.

19. 在直四棱柱 ABCD QMNP 中，底面 ABCD为平行四边形， PB AC ， , ,E F G 分别为线段

, ,AQ DC PA的中点.

（1）证明：PA PC ；

（2）证明：平面 EFG //平面 PBC；
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（3）若 1, 60PD DAB   ，当 PA与平面 PBC所成角的正弦值最大时，求四棱锥P ABCD 的体积．

【答案】（1）证明见解析

（2）证明见解析 （3）
1
3

【解析】

【分析】（1）连接 BD，设 AC BD O ，连接 PO，通过证明 AC PO 以及 AO OC 得到 PAC△ 为

等腰三角形，进而可得结论；

（2）结 EG交 PD于H ，连结 FH ，通过证明 / /EG 平面 PBC以及 / /HF 平面 PBC可得面面平行；

（3）利用体积法求点A到平面PBC的距离 h，设 PA与平面 PBC所成的角为 ，表示出 sin ，求其最

值，进而可得体积.

【小问 1详解】

如图，连接 BD，设 AC BD O ，连接 PO .

因为， PD 平面 ABCD， AC 平面 ABCD，故 PD AC ，

而 PB AC ，PB PD P ， ,PB PD 平面 PDB，

故 AC 平面 PDB，而 PO 平面 PDB，故 AC PO ，

由四边形 ABCD为平行四边形可得 AO OC ，

故 PAC△ 为等腰三角形，即 PA PC ；

【小问 2详解】

延长 EG交 PD于H ，连结 FH ，由中位线性质可得 / /EG PQ，且 / /PQ BC，所以 / /EG BC，

因为 EG 平面 ,PBC BC 平面 PBC，所以 / /EG 平面 PBC，

可得H 为 PD中点，所以 / /FH PC，

因为HF 平面 ,PBC PC Ì 平面 PBC，

所以 / /HF 平面 PBC，
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因为 ,EG HF H EG I 平面 ,PBC HF 平面 PBC，

所以平面 EFG //平面 PBC；.

【小问 3详解】

设 AD x ， 0x  ，

由（1）可得 AC 平面 PDB，而 BD 平面 PDB，故 AC BD ，

故四边形 ABCD为菱形，而 60DAB  ，故 BD AB x  .

因为 PD 平面 ABCD， AD 平面 ABCD，故 PD AD ，

故 2 1PA x  ，同理 2 1PC PB x   .

而 BC x ，故 2 2 4 21 1 1 31
2 4 2 4PBCS x x x x x      △

.

设d 为点A到平面 PBC的距离， PA与平面PBC所成的角为 ，

故 2
sin

1
d d
PA x

  


.

又 2 21 1 1 3 3
3 3 3 4 12P ABC ABC ABDV PD S S x x         △ △

，

而 4 21 1 1 3
3 3 2 4A PBC PBCV d S d x x       △

，

故 4 2 21 1 3 3
3 2 4 12
d x x x    ，故

2

3
3 4

xd
x




，

故
2

2
2

2

3
3 3 33 4sin 2 3 3
4 2 31 2 12 73 7

x
x
x x

x

      
  

，

当且仅当
4 4

3
x  即

1
44

3
x    

 
时等号成立，
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故此时 21 3 1 3 1 2 3 3 11
3 2 3 2 3 3 2 3P ABCDV AD AB x             .

【点睛】方法点睛：线面角 可以通过体积法求出点到面的距离 h后，利用 sin h
l

  （ l为斜线段的长度）

来表示，可以避免建系产生的复杂计算.


