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微专题 10 函数零点的个数问题

一、知识点讲解与分析：

1、零点的定义：一般地，对于函数    y f x x D  ，我们把方程   0f x  的实数根 x 称

为函数    y f x x D  的零点

2、函数零点存在性定理：设函数  f x 在闭区间  ,a b 上连续，且     0f a f b  ，那么在开

区间  ,a b 内至少有函数  f x 的一个零点，即至少有一点  0 ,x a b ，使得  0 0f x  。

（1）  f x 在  ,a b 上连续是使用零点存在性定理判定零点的前提

（2）零点存在性定理中的几个“不一定”（假设  f x 连续）

① 若     0f a f b  ，则  f x 的零点不一定只有一个，可以有多个

② 若     0f a f b  ，那么  f x 在  ,a b 不一定有零点

③ 若  f x 在  ,a b 有零点，则    f a f b 不一定必须异号

3、若  f x 在  ,a b 上是单调函数且连续，则      0f a f b f x  在  ,a b 的零点唯一

4、函数的零点，方程的根，两图像交点之间的联系

设 函 数 为  y f x ， 则  f x 的 零 点 即 为 满 足 方 程   0f x  的 根 ， 若

     f x g x h x  ,则方程可转变为    g x h x ，即方程的根在坐标系中为    ,g x h x

交点的横坐标，其范围和个数可从图像中得到。

由此看来，函数的零点，方程的根，两图像的交点这三者各有特点，且能相互转化，在

解决有关根的问题以及已知根的个数求参数范围这些问题时要用到这三者的灵活转化。（详见

方法技巧）

二、方法与技巧：

1、零点存在性定理的应用：若一个方程有解但无法直接求出时，可考虑将方程一边构造为一

个函数，从而利用零点存在性定理将零点确定在一个较小的范围内。例如：对于方程

ln 0x x  ，无法直接求出根，构造函数   lnf x x x  ，由   11 0, 0
2
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即可判定
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其零点必在
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中

2、函数的零点，方程的根，两函数的交点在零点问题中的作用

（1）函数的零点：

工具：零点存在性定理

作用：通过代入特殊值精确计算，将零点圈定在一个较小的范围内。

缺点：方法单一，只能判定零点存在而无法判断个数，且能否得到结论与代入的特殊值有关

（2）方程的根：

工具：方程的等价变形

作用：当所给函数不易于分析性质和图像时，可将函数转化为方程，从而利用等式的性质可

对方程进行变形，构造出便于分析的函数

缺点：能够直接求解的方程种类较少，很多转化后的方程无法用传统方法求出根，也无法判

断根的个数

（3）两函数的交点：

工具：数形结合

作用：前两个主要是代数运算与变形，而将方程转化为函数交点，是将抽象的代数运算转变

为图形特征，是数形结合的体现。通过图像可清楚的数出交点的个数（即零点，根的个数）

或者确定参数的取值范围。

缺点：数形结合能否解题，一方面受制于利用方程所构造的函数（故当方程含参时，通常进

行参变分离，其目的在于若含 x 的函数可作出图像，那么因为另外一个只含参数的图像为直线，

所以便于观察），另一方面取决于作图的精确度，所以会涉及到一个构造函数的技巧，以及作

图时速度与精度的平衡（作图问题详见：1.7 函数的图像）

3、在高中阶段主要考察三个方面：（1）零点所在区间——零点存在性定理，（2）二次方程根

分布问题，（3）数形结合解决根的个数问题或求参数的值。其中第（3）个类型常要用到函数

零点，方程，与图像交点的转化，请通过例题体会如何利用方程构造出函数，进而通过图像

解决问题的。

三、例题精析：

例 1：直线 y a 与函数
3 3y x x  的图象有三个相异的交点，则a 的取值范围为 ( )．

A．  2,2 B．  2,2 C． 2, D．  , 2 


