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微专题 20 一元不等式的证明

利用函数性质与最值证明一元不等式是导数综合题常涉及的一类问题，考察学生构造函

数选择函数的能力，体现了函数最值的一个作用——每一个函数的最值带来一个恒成立的不

等式。此外所证明的不等式也有可能对后一问的解决提供帮助，处于承上启下的位置。

一、基础知识：

1、证明方法的理论基础

（1）若要证  f x C (C 为常数）恒成立，则只需证明：  maxf x C ，进而将不等式的证

明转化为求函数的最值

（2）已知    ,f x g x 的公共定义域为 D ，若    min max
f x g x ，则    ,x D f x g x  

证明：对任意的 1x D ，有        1 1min max
,f x f x g x g x 

由不等式的传递性可得：        1 1min max
f x f x g x g x   ，即    ,x D f x g x  

2、证明一元不等式主要的方法有两个：

第一个方法是将含 x 的项或所有项均挪至不等号的一侧，将一侧的解析式构造为函数，通

过分析函数的单调性得到最值，从而进行证明，其优点在于目的明确，构造方法简单，但对

于移项后较复杂的解析式则很难分析出单调性

第二个方法是利用不等式性质对所证不等式进行等价变形，转化成为    f x g x 的形

式，若能证明    min max
f x g x ，即可得：    f x g x ，本方法的优点在于对 x 的项进行

分割变形，可将较复杂的解析式拆成两个简单的解析式。但缺点是局限性较强，如果  minf x

与  maxg x 不满足    min max
f x g x ，则无法证明    f x g x 。所以用此类方法解题的情

况不多，但是在第一个方法失效的时候可以考虑尝试此法。

3、在构造函数时把握一个原则：以能够分析导函数的符号为准则。

4、若在证明   0f x  中，解析式  f x 可分解为几个因式的乘积，则可对每个因式的符号进

行讨论，进而简化所构造函数的复杂度。

5、合理的利用换元简化所分析的解析式。

6、判断解析式符号的方法：

（1）对解析式进行因式分解，将复杂的式子拆分为一个个简单的式子，判断出每个式子的符
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号即可得到解析式的符号

（2）将解析式视为一个函数，利用其零点（可猜出）与单调性（利用导数）可判断其符号

（3）将解析式中的项合理分组，达到分成若干正项的和或者若干负项的和的结果，进而判断

出解析式符号

二、典型例题：

例 1：求证： ln 1x x 

思路：移项构造函数求解即可

证明：所证不等式等价于： ln 1 0x x  

令   ln 1f x x x   则只需证明：  max 0f x 

 ' 1 11 xf x
x x


   令  ' 0f x  解得： 1x 



x  0,1  1,

 'f x  

 f x ↗ ↘

   max
1 0f x f      1 0f x f  

即所证不等式成立

小炼有话说：

（1）此题的解法为证明一元不等式的基本方法，即将含 x 的项移至不等号的一侧，构造函数

解决。

（2）一些常见不等关系可记下来以备使用：

① ln 1x x  ② 1xe x  ③  sin 0,x x x  

例 2：设函数   1 xf x e  ，证明：当 1x   时，  
1

xf x
x




思路：本题依然考虑构造函数解决不等式，但如果仅仅是移项，则所证不等式为

1 0
1

x xe
x

  


，令   1
1

x xg x e
x

  


，其导函数比较复杂（也可解决此题），所以考

虑先对不等式进行等价变形，转变为形式较为简单的不等式，再构造函数进行证明

证明：
11

1x

x
e x

 


1 1 11
1 1x x

x
e x e x

    
 


