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微专题 46 多变量表达式的范围——消元法

一、基础知识：

1、消元的目的：若表达式所含变量个数较多，则表达式的范围不易确定（会受多个变量的取

值共同影响），所以如果题目条件能够提供减少变量的方式，则通常利用条件减少变量的个数，

从而有利于求表达式的范围（或最值），消元最理想的状态是将多元表达式转为一元表达式，

进而可构造函数求得值域

2、常见消元的方法：

（1）利用等量关系消元：若题目中出现了变量间的关系（等式），则可利用等式进行消元，

在消元的过程中要注意以下几点：

① 要确定主元：主元的选取有这样几个要点：一是主元应该有比较明确的范围（即称为函数

的定义域）；二是构造出的函数能够解得值域（函数结构不复杂）

② 若被消去的元带有范围，则这个范围由主元承担。例如选择 t 为主元，且有

 ,x f t a x b   ，则 t 除了满足自身的范围外，还要满足  a f t b  （即解不等式）

（2）换元：常见的换元有两种：

①整体换元：若多元表达式可通过变形，能够将某一个含多变量的式子视为一个整体，则可

通过换元转为一元表达式，常见的如 ,y y x
x

 等，例如在
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中，可变形为
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 ，则将问题转化为求
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tu
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
的值域问题

注：在整体换元过程中要注意视为整体的式子是否存在范围，即要确定新元的范围

②三角换元：已知条件为关于 ,x y 的二次等式时，可联想到三角公式，从而将 ,x y 的表达式

转化为三角函数表达式来求得范围。因为三角函数公式的变形与多项式变形的公式不同，所

以在有些题目中可巧妙的解决问题，常见的三角换元有：

平方和：联想到正余弦平方和等于 1，从而有：
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平方差：联想到正割（
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注：若 ,x y 有限定范围时，要注意对 取值的影响，一般地，若  ,x y 的取值范围仅仅以象

限为界，则可用对应象限角的取值刻画 的范围

3、消元后一元表达式的范围求法：

（1）函数的值域——通过常见函数，或者利用导数分析函数的单调性，求得函数值域

（2）均值不等式：若表达式可构造出具备使用均值不等式（ 2a b ab  等）的条件，则可

利用均值不等式快速得到最值。

（3）三角函数：

① 形如 sin cosa b  的形式：则可利用公式转化为  sinA   的形式解得值域（或最

值）

② 形如  sinf  ：则可通过换元 sint  将其转化为传统函数进行求解

③ 形如：
sin
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，可联想到此式为点  cos ,sin  和定点  ,a b 连线的斜率，其中

 cos ,sin  为单位圆上的点，通过数形结合即可解得分式范围

二、典型例题：

例 1：设实数 , ,a x y 满足
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，则 xy的取值范围是__________

思路：考虑 xy 可用 2 2,x y x y  进行表示，进而得到关于 a 的函数，再利用不等式组中

2 2,x y x y  天然成立的大小关系确定a 的范围，再求出函数值域即可

解：          2 22 2 2 21 1 12 1 2 3 = 3 6 4
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及    2 2 22x y x y   （*）可得：    2 22 1 2 2 3a a a    ，


