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【本试卷共 19 小题，满分 150 分。考试用时 120 分钟】 

 

注意事项: 

1．答卷前，考生务必将自己的考生号、姓名、考点学校、考场号及座位号填写在答题卡上。 

2．回答选择题时，选出每小题答案后，用铅笔把答题卡上对应题目的答案标号涂黑。如需要改动，

用橡皮擦干净后，再选涂其他答案标号。回答非选择题时，将答案写在答题卡上。写在本试卷上

无效。 

3．考试结束后，将本试卷和答题卡一并交回。 

 

一、选择题：本题共 8 小题，每小题 5 分，共 40 分。在每个小题给出的四个选项中，

只有一项是符合题目要求的。 

1．（2024•吕梁模拟）已知（z﹣i）（1+i）＝﹣2（i 是虚数单位），则复数 z 的共轭复数𝑧 =

（  ） 

A．﹣1+2i B．﹣1﹣2i C．1+2i D．1﹣2i 

2．（2024•武汉模拟）已知集合 A＝{x|x2﹣2x﹣3＜0}，B＝{x|x2﹣4x＜0，x∈Z}，则 A∩B

＝（  ） 

A．{2，3，4} B．{1，2} C．{0，1，2} D．{1，2，3} 

3．（2024•鄠邑区三模）已知向量𝑎
→

= (2，𝑚)，𝑏
→

= (1，1)，|𝑎
→

+ 𝑏
→

| = |𝑎
→

|，则 m＝（  ） 

A．﹣3 B．﹣1 C．1 D．3 

4．（2024•安溪县校级模拟）已知正实数 x，y 满足 2x+y＝xy，则 2xy﹣2x﹣y 的最小值为

（  ） 

A．2 B．4 C．8 D．9 

5．（2024•平邑县校级模拟）已知数列{an}为等比数列，其前 n 项和为 Sn，a1＞0，则“公

比 q＞0”是“对于任意 n∈N*，Sn＞0”的（  ） 

A．充分而不必要条件  

B．必要而不充分条件  

C．充分必要条件  

2024 年高考数学押题密卷 04(新高考 新题型) 
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D．既不充分也不必要条件 

6．（2024•安徽模拟）已知𝑎 =
1
2

+ 2𝑙𝑛2，𝑏 =
1
3

+ 𝑙𝑛9，𝑐 =
1
𝑒

+ 2，则 a，b，c 的大小关系为

（  ） 

A．c＜a＜b B．c＜b＜a C．a＜c＜b D．a＜b＜c 

7．（2024•济南校级模拟）如图，已知菱形 ABCD 的边长为 2，且∠A＝60°，E，F 分别

为棱 AB，DC 中点．将△BCF 和△ADE 分别沿 BF，DE 折叠，若满足 AC∥平面 DEBF，

则线段 AC 的取值范围为（  ） 

 

A．[√3，2√3） B．[√3，2√3] C．[2，2√3) D．[2，2√3] 

8．（2024•铜川一模）古希腊哲学家、百科式科学家阿基米德最早采用分割法求得椭圆

的面积为椭圆的长半轴长和短半轴长乘积的 π 倍，这种方法已具有积分计算的雏

形．已知椭圆 C 的面积为 12√5π，离心率为
2

3
，F1，F2 是椭圆 C 的两个焦点，A 为椭

圆 C 上的动点，则下列结论正确的是（  ） 

①椭圆 C 的标准方程可以为
𝑥2

36
+

𝑦2

20
=1； 

②若∠F1AF2=
𝜋
3
，则 S△FAF2＝20√3； 

③存在点 A，使得∠F1AF2=
𝜋
2
； 

④
2

|𝐴𝐹1|
+

1

|𝐴𝐹2|
的最小值为

1

4
+

√2

6
． 

A．①③ B．②④ C．②③ D．①④ 

二、选择题：本题共 3 小题，每小题 6 分，共 18 分。在每小题给出的选项中，有多项

符合题目要求。全部选对得 6 分，部分选对的得部分分，有选错的得 0 分。 

9．（2024•双鸭山三模）在某市初三年级举行的一次体育考试中，所有考生成绩均在[50，

100]内，按照[50，60），[60，70），[70，80），[80，90），[90，100]分成五组，甲，

乙两班考生的成绩占比如图所示，则下列说法错误的是（  ） 
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A．成绩在[70，80）的考生中，甲班人数多于乙班人数  

B．甲班成绩在[80，90）内人数最多  

C．乙班成绩在[70，80）内人数最多  

D．甲班成绩的极差比乙班成绩的极差小 

10．（2024•李沧区校级模拟）如图，棱长为 2 的正方体 ABCD﹣A1B1C1D1 中，E，F 分

别为棱 A1D1，AA1 的中点，G 为面对角线 B1C 上一个动点，则（  ） 

 

A．三棱锥 A1﹣EFG 的体积为定值  

B．线段 B1C 上存在点 G，使平面 EFG∥平面 BDC1  

C．当𝐶𝐺
→

=
3
4

𝐶𝐵1

→

时，直线 EG 与平面 ABCD 所成角的正弦值为
√2

6
  

D．三棱锥 A1﹣EFG 的外接球半径的最大值为
3√2

2
 

11．（2024•江苏模拟）直线 l 与抛物线 C：x2＝2py（p＞0）相交于 A，B 两点，过 A，B

两点分别作该抛物线的切线，与直线 y＝﹣p均交于点P，则下列选项正确的是（  ） 

A．直线 l 过定点（0，p）  

B．A，B 两点的纵坐标之和的最小值为 2p  

C．存在某一条直线 l，使得∠APB 为直角  

D．设点 Q（0，2p）在直线 l 上的射影为 H，则直线 FH 斜率的取值范围是(−∞， − √3] ∪

[√3， + ∞) 

三、填空题：本题共 3 个小题，每小题 5 分，共 15 分。 
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12．（2024•琼山区校级一模）洛卡斯是十九世纪法国数学家，他以研究斐波那契数列而

著名．洛卡斯数列就是以他的名字命名，洛卡斯数列{Ln}为：1，3，4，7，11，18，

29，47，76，⋯，即 L1＝1，L2＝3，且𝐿𝑛+2 = 𝐿𝑛+1 + 𝐿𝑛(𝑛 ∈ 𝑁∗)．设数列{Ln}各项依次

除以 4 所得余数形成的数列为{an}，则 a2024＝     ． 

13．（2024•李沧区校级模拟）(𝑥 +
1
𝑥

− 1)5 ⋅ (𝑥2 + 1)的展开式中的常数项为         ． 

14．（2024•玉林模拟）已知 F1，F2 分别是双曲线 E：
𝑥2

4
−

𝑦2

12
= 1的左、右焦点，M 是 E

的左支上一点，过 F2作∠F1MF2 角平分线的垂线，垂足为 N，O 为坐标原点，则|ON|

＝     ． 

四、解答题：本题共 5 小题，共 77 分。解答应写出必要的文字说明、证明过程或演算

步骤。 

15．（13 分）（2024•湛江二模）如图，在直三棱柱 ABC﹣A1B1C1 中，A1C1＝B1C1＝3，𝐴1𝐵1 =

4√2，D 为 A1B1 的中点．（1）证明：B1C∥平面 AC1D． 

（2）若以 AB1 为直径的球的表面积为 48π，求二面角 C﹣AD﹣C1的余弦值． 

 

16．（15 分）（2024•通州区二模）在△ABC 中，角 A，B，C 所对的边分别为 a，b，c，

且
𝑐𝑜𝑠𝐶

𝑐𝑜𝑠𝐴
=

2𝑏−𝑐

𝑎
． 

（Ⅰ）求角 A 的大小； 

（Ⅱ）若𝑎 = 2√3，b＝2，D 为 BC 边上的一点，再从下面给出的条件①、条件②这两

个条件中选择一个作为已知，求△ABD 的面积． 

条件①：𝐴𝐷
→

=
1
2

(𝐴𝐵
→

+ 𝐴𝐶
→

)； 

条件②：∠BAD＝∠CAD． 

注：如果选择多个条件分别解答，按第一个解答计分． 

17．（15 分）（2024•赤峰模拟）随着中国科技的迅猛发展和进步，中国民用无人机行业
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技术实力和国际竞争力不断提升，市场规模持续增长．为了适应市场需求，我国某

无人机制造公司研发了一种新型民用无人机，为测试其性能，对其飞行距离与核心

零件损坏数进行了统计，数据如下： 

飞行距离 x（千千米） 56 63 71 79 90 102 110 117 

核心零件损坏数 y

（个） 

61 73 90 105 119 136 149 163 

（1）据关系建立 y 关于 x 的回归模型𝑦
̂

= 𝑏
̂

𝑥 + 𝑎
̂
，求 y 关于 x 的回归方程（𝑏

̂

精确到

0.1，𝑎
̂
精确到 1）． 

（2）为了检验核心零件报废是否与保养有关，该公司进行第二次测试，从所有同型

号民用无人机中随机选取 100 台进行等距离测试，对其中 60 台进行测试前核心零件

保养，测试结束后，有 20 台无人机核心零件报废，其中保养过的占比 30%，请根据

统计数据完成 2×2 列联表，并根据最小概率值 α＝0.01 的独立性检验，能否认为核心

零件的报废与保养有关？ 

 保养 未保养 合计 

报废   ﹣20 

未报废    

合计 60  100 

附：回归方程𝑦
̂

= 𝑏
̂

𝑥 + 𝑎
̂
中斜率和截距的最小二乘原理估计公式𝑏

̂

=
∑  𝑛

𝑖=1 (𝑥𝑖−𝑥)(𝑦𝑖−𝑦)

∑  𝑛
𝑖=1 (𝑥𝑖−𝑥)

2 ，

𝑎
̂

= 𝑦 − 𝑏
̂

𝑥，𝐾2 =
𝑛(𝑎𝑑−𝑏𝑐)

2

(𝑎+𝑏)(𝑐+𝑑)(𝑎+𝑐)(𝑏+𝑑)
，𝑛 = 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 + 𝑑． 

P（K2≥k0） 0.25 0.1 0.05 0.025 0.01 0.001 

k0 1.323 2.706 3.841 5.024 6.635 10.828 

参考数据：𝑥 =86，𝑦 =112，∑  8
𝑖=1 𝑥𝑖𝑦𝑖 = 82743，∑  8

𝑖=8 𝑥𝑖
2 = 62680 

18．（17 分）（2024•安庆模拟）已知函数 f（x）＝xlnx﹣ax（a∈R）在点（e，f（e））处

的切线平行于直线 x﹣y＝0． 

（1）若 f（x）≥mx﹣e2 对任意的 x∈（0，+∞）恒成立，求实数 m 的取值范围； 

（2）若 x0 是函数 h（x）＝f（x）+x2 的极值点，求证：f（x0）+3x0＞0． 

19．（17 分）（2024•成都三模）已知函数 f（x）＝lnx，若数列{an}的各项由以下算法得
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到： 

①任取 ai＝a（其中 a＞0），并令正整数 i＝1； 

②求函数 f（x）图象在（ai，f（ai））处的切线在 y 轴上的截距 ai+1； 

③判断 ai+1＞0 是否成立，若成立，执行第④步；若不成立，跳至第⑤步； 

④令 i＝i+1，返回第②步； 

⑤结束算法，确定数列{an}的项依次为 a1，a2，…，ai+1． 

根据以上信息回答下列问题： 

（1）求证：ai+1＝lnai﹣1； 

（2）是否存在实数 a 使得{an}为等差数列，若存在，求出数列{an}的项数 n；若不存

在，请说明理由．参考数据：𝑒
1

𝑒2+1 ≈ 3.11． 
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一．选择题（共 8 小题） 

1．【答案】B 

【解答】解：因为（z﹣i）（1+i）＝﹣2， 

所以𝑧 = 𝑖 −
2

1+𝑖
= 𝑖 −

2(1−𝑖)
(1+𝑖)(1−𝑖)

= −1 + 2𝑖， 

所以𝑧 = −1﹣2i． 

故选：B． 

2．【答案】B 

【解答】解：集合 A＝{x|x2﹣2x﹣3＜0}＝{x|﹣1＜x＜3}， 

B＝{x|x2﹣4x＜0，x∈Z}＝{x|0＜x＜4，x∈Z}＝{1，2，3}， 

则 A∩B＝{1，2}． 

故选：B． 

3．【答案】A 

【解答】解：𝑎
→

= (2，𝑚)，𝑏
→

= (1，1)， 

则𝑏
→

2 = 2，𝑎
→

⋅ 𝑏
→

= 2 + 𝑚， 

|𝑎
→

+ 𝑏
→

| = |𝑎
→

|，两边同时平方可得，𝑎
→2 + 2𝑎

→
⋅ 𝑏

→

+ 𝑏
→

2 = 𝑎
→2，即2𝑎

→
⋅ 𝑏

→

+ 𝑏
→

2 = 0， 

所以 2（2+m）+2＝0，解得 m＝﹣3． 

故选：A． 

4．【答案】C 

【解答】解：因为正实数   x ，   y 满足 2x+y＝xy，所以
1

𝑥
+

2

𝑦
= 1， 

则2𝑥𝑦 − 2𝑥 − 𝑦 = 2𝑥 + 𝑦 = (2𝑥 + 𝑦)(
1
𝑥

+
2
𝑦

) = 4 +
𝑦
𝑥

+
4𝑥
𝑦

≥ 4 + 2√
𝑦
𝑥

⋅
4𝑥
𝑦

= 8， 

当且仅当 y＝2x 且
1

𝑥
+

2

𝑦
= 1，即 x＝2，y＝4 时取等号． 

故选：C． 

5．【答案】A 

参考答案 
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【解答】解：若 a1＞0，且公比 q＞0，则𝑎𝑛 = 𝑎1𝑞𝑛−1＞0， 

所以对于任意 n∈N*，Sn＞0 成立，故充分性成立， 

若 a1＞0，且𝑞 = −
1
2
， 

则𝑆𝑛 =
𝑎1[1−(−1

2)
𝑛

]

1−(−1
2)

=
2
3

𝑎1[1 − (−
1
2

)𝑛] =
2
3

𝑎1[1 − (−1)𝑛 × (
1
2

)𝑛]＞0， 

所以由对于任意 n∈N*，Sn＞0，推不出 q＞0，故必要性不成立； 

所以“公比 q＞0”是“对于任意 n∈N*，Sn＞0”的充分不必要条件． 

故选：A． 

6．【答案】C 

【解答】解：令 f（x）＝x﹣2lnx，则𝑓′(𝑥) =
𝑥−2

𝑥
， 

令 f'（x）＝0，则 x＝2，则当 0＜x＜2 时，f'（x）＜0；当 x＞2 时，f'（x）＞0， 

∴f（x）在（0，2）上单调递减，在（2，+∞）上单调递增， 

∴𝑓(
1
2

)＜𝑓(
1
𝑒

)＜𝑓(
1
3

)，又𝑎 =
1
2

+ 2𝑙𝑛2 =
1
2

− 2𝑙𝑛
1
2
，𝑏 =

1
3

− 2𝑙𝑛
1
3
，𝑐 =

1
𝑒

− 2𝑙𝑛
1
𝑒
， 

∴a＜c＜b． 

故选：C． 

7．【答案】A 

【解答】解：如图， 

 

折叠前，连接 AC，BD， 

由题意，在菱形 ABCD 中，AB＝BC＝2，∠𝐴𝐵𝐶 = 180° − 60° = 120°， 

则由余弦定理得，𝐴𝐶2 = 𝐴𝐵2 + 𝐵𝐶2 − 2𝐴𝐵 ⋅ 𝐵𝐶𝑐𝑜𝑠∠𝐴𝐵𝐶 = 4 + 4 − 2 × 2 × 2 × (−
1
2

) = 12， 

所以，𝐴𝐶 = 2√3，故在折叠过程中，𝐴𝐶 ≤ 2√3， 

折叠后，若 AC∥平面 DEBF， 

则 AC⊄平面 DEBF，则𝐴𝐶＜2√3，故 BD 项错误； 
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折叠前，在菱形 ABCD 中，𝐵𝐴 = 𝐵𝐷 = 2，∠𝐷𝐴𝐵 = 60°， 

则△ABD 是正三角形， 

由 E，F 分别为棱 AB，DC 中点， 

则 DE⊥AB，BF⊥DC，AB∥DC，所以 DE∥BF， 

折叠后，DE⊥AE，DE⊥EB，AE∩EB＝E，又 AE⊂平面 EAB，且 EB⊂平面 EAB， 

则 DE⊥平面 EAB，同理 BF⊥平面 FDC，所以平面 EAB∥平面 FDC， 

则平面 EAB 与平面 FDC 的距离即为𝐷𝐸 =
√3
2

× 2 = √3， 

由点 A∈平面 EAB，点 C∈平面 FDC，则𝐴𝐶 ≥ √3， 

在折叠过程中，当∠𝐷𝐹𝐶 = ∠𝐴𝐸𝐵 = 60°时，由 AE＝EB，DF＝FC， 

则△EBA，△DFC 均为正三角形，可构成如图所示的正三棱柱 DFC﹣EBA， 

 

满足 AC∥平面 DEBF，此时𝐴𝐶 = 𝐷𝐸 = √3， 

所以 AC 最小值为√3，故 A 正确，C 项错误． 

故选：A． 

8．【答案】D 

【解答】解：对于①：由{

𝑎𝑏 = 12√5
𝑐
𝑎

=
2
3

𝑎2 = 𝑏2 + 𝑐2

，解得𝑎 = 6，𝑏 = 2√5，𝑐 =4， 

则椭圆 C 的标准方程为
𝑥2

36
+

𝑦2

20
= 1，故①正确； 

对于②：由定义可知|AF1|+|AF2|＝12，由余弦定理可得 

𝑐𝑜𝑠∠𝐹1𝐴𝐹2 =
|𝐴𝐹1|

2
+|𝐴𝐹2|

2
−|𝐹1𝐹2|

2

2|𝐴𝐹1||𝐴𝐹2|
=

(|𝐴𝐹1|+|𝐴𝐹2|)
2

−2|𝐴𝐹1||𝐴𝐹2|−|𝐹1𝐹2|
2

2|𝐴𝐹1||𝐴𝐹2|
  

=
12

2
−2|𝐴𝐹1||𝐴𝐹2|−64

2|𝐴𝐹1||𝐴𝐹2|
=

1
2
，解得|𝐴𝐹1||𝐴𝐹2| =

80
3
， 

𝑆△𝐹1𝐴𝐹2
=

1
2

|𝐴𝐹1||𝐴𝐹2|𝑠𝑖𝑛∠𝐹1𝐴𝐹2 =
1
2

×
80
3

×
√3
2

=
20√3

3
，故②错误； 

对于③：当点 A 为短轴的一个端点时，∠F1AF2 最大， 
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此时𝑐𝑜𝑠∠𝐹1𝐴𝐹2 =
6

2
+6

2
−8

2

2×6
2 =

1
9
＞0∠F1AF2 为锐角， 

则不存在点 A，使得∠𝐹1𝐴𝐹2 =
𝜋
2
，故③错误； 

对于④：
2

|𝐴𝐹1|
+

1

|𝐴𝐹2|
=

1

12
(

2

|𝐴𝐹1|
+

1

|𝐴𝐹2|
)(|𝐴𝐹1| + |𝐴𝐹2|) 

=
1

12
(2 +

2|𝐴𝐹2|
|𝐴𝐹1|

+ 1 +
|𝐴𝐹1|
|𝐴𝐹2|

) ≥
1

12
(3 + 2√2) =

1
4

+
√2
6
，当且仅当

2|𝐴𝐹2|

|𝐴𝐹1|
=

|𝐴𝐹1|

|𝐴𝐹2|
， 

即|𝐴𝐹1| = √2|𝐴𝐹2| 时，等号成立，故④正确． 

故选：D． 

二．多选题（共 3 小题） 

9．【答案】ABD 

【解答】解：由折线图得： 

对于 A，成绩在[70，80）的考生中，甲班人数多于乙班人数，故 A 正确； 

对于 B，甲班成绩在[80，90）内人数最多，故 B 正确； 

对于 C，乙班成绩在[60，70）内人数最多，故 C 错误； 

对于 D，甲班成绩的极差比乙班成绩的极差小，故 D 正确． 

故选：ABD． 

10．【答案】ACD 

【解答】解：对 A 选项，因为平面 ADD1A1∥平面 BCC1B1，而 B1C⊂平面 BCC1B1，

故 B1C∥平面 ADD1A1， 

因为点 G 为面对角线 B1C 上一个动点，故 G 点到面 ADD1A1 距离不变，为 2， 

因为 E，F 分别为棱 A1D1，AA1 的中点，故𝑆△𝐴1𝐸𝐹 =
1
2

× 1 × 1 =
1
2
为定值， 

故三棱锥𝑉𝐺−𝐸𝐹𝐴1
=

1
3

× 𝑆△𝐴1𝐸𝐹 × 2 =
1
3
，而三棱锥的体积𝑉𝐴1−𝐸𝐹𝐺 = 𝑉𝐺−𝐸𝐹𝐴1

，所以 A 选项

正确； 
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对 B 选项，如图 1，以 DA，DC，DD1 所在直线分别为 x，y，z 轴，建立空间直角坐

标系， 

则 B（2，2，0），D（0，0，0），C1（0，2，2），E（1，0，2），F（2，0，1），设 G

（m，2，m）（0≤m≤2）， 

设平面 BDC1 的法向量为𝑛1

→
= (𝑥1，𝑦1，𝑧1)， 

则{
𝑛1

→
⋅ 𝐷𝐵

→

= 2𝑥1 + 2𝑦1 = 0

𝑛1

→
⋅ 𝐷𝐶1

→

= 2𝑦1 + 2𝑧1 = 0
，取𝑛1

→
= (−1，1， − 1)， 

设平面 EFG 的法向量为𝑛2

→
= (𝑥2，𝑦2，𝑧2)， 

则{
𝑛2

→
⋅ 𝐸𝐹

→

= 𝑥2 − 𝑧2 = 0

𝑛2

→
⋅ 𝐹𝐺

→

= (𝑚 − 2)𝑥2 + 2𝑦2 + (𝑚 − 1)𝑧2 = 0
，取𝑛2

→
= (1，

3−2𝑚
2

，1)， 

∴平面 BDC1的法向量为𝑛1

→
= (−1，1， − 1)，平面 EFG 的法向量为𝑛2

→
= (1，

3−2𝑚
2

，1)， 

若平面 EFG∥平面 BDC1，则存在 k，使得𝑛1

→
= 𝑘𝑛2

→
， 

即(−1，1， − 1) = 𝑘(1，
3−2𝑚

2
，1)，解得 k＝﹣1，𝑚 =

5
2
， 

因为 0≤m≤2，故不合题意， 

所以线段 B1C 上不存在点 G，使平面 EFG∥平面 BDC1，所以 B 选项错误； 

对 C 选项，G（m，2，m），C（0，2，0），B1（2，2，2）， 

若𝐶𝐺
→

=
3
4

𝐶𝐵1

→

，即(𝑚，0，𝑚) =
3
4

(2，0，2)，解得𝑚 =
3
2
， 

此时𝐺(
3
2
，2，

3
2

)，又 E（1，0，2），𝐸𝐺
→

= (
1
2
，2， −

1
2

)， 

显然平面 ABCD 的一个法向量𝑎
→

= (0，0，1)， 

所以直线 EG 与平面 ABCD 所成角的正弦值为： 

|cos＜𝐸𝐺
→

，𝑎
→
＞|=

|𝐸𝐺
→

⋅𝑎
→

|

|𝐸𝐺
→

||𝑎
→

|
=

1
2

√1
4+4+1

4

=
√2
6
，所以 C 选项正确； 

对 D 选项，如图 2，连接 A1D，交 EF 于点 J， 

则 J 为 EF 的中点，𝐴1𝐽 =
√2
2
，则三棱锥 A1﹣EFG 的外接球球心的投影为 J， 

过点 G 作 GH⊥A1D 于点 H，则 GH⊥平面 ADD1A1，GH＝2， 

找到球心位置 O，连接 OA1，OG，则 OA1＝OG 为外接球半径， 
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过点 O 作 OK⊥GH 于点 K，则 OK＝JH，OJ＝HK，设 OK＝JH＝a（0 ≤ 𝑎 ≤
3√2

2
），

OJ＝HK＝h， 

由勾股定理得𝑂𝐴1
2 = 𝑂𝐽2 + 𝐴1𝐽2 = ℎ2 + (

√2
2

)2， 

所以 OG2＝（2﹣h）2+a2， 

所以ℎ2 + (
√2
2

)2 = (2 − ℎ)2 + 𝑎2，解得ℎ =
𝑎2+7

2
4

， 

要想半径最大，则只需 h 最大，即 a2 最大， 

当𝑎 =
3√2

2
时，h 最大为 2，此时半径的最大值为√4 +

1
2

=
3√2

2
，所以 D 选项正确． 

故选：ACD． 

11．【答案】ABD 

【解答】解：由题意，直线 l 的斜率一定存在，设直线 l 的方程为 y＝kx+m， 

联立方程组{
𝑦 = 𝑘𝑥 + 𝑚

𝑥2 = 2𝑝𝑦
，可得 x2﹣2pkx﹣2pm＝0， 

设 A（x1，y1），B（x2，y2），则 Δ＝（﹣2pk）2+4×2pm＞0， 

且 x1+x2＝2pk，x1x2＝﹣2pm， 

对于 A 中，由抛物线 x2＝2py，可得𝑦 =
1

2𝑝
𝑥2，则𝑦′ =

𝑥
𝑝
， 

所以在点 A 的切线方程为𝑦 − 𝑦1 =
𝑥1
𝑝

(𝑥 − 𝑥1)，即𝑦 −
𝑥1

2

2𝑝
=

𝑥1
𝑝

(𝑥 − 𝑥1)，即𝑦 =
𝑥1
𝑝

𝑥 −
𝑥1

2

2𝑝
， 

同理可得：在点 B 处的切线方程为𝑦 =
𝑥2
𝑝

𝑥 −
𝑥2

2

2𝑝
， 

联立方程组{
𝑦 =

𝑥1
𝑝

𝑥 −
𝑥1

2

2𝑝

𝑦 =
𝑥2
𝑝

𝑥 −
𝑥2

2

2𝑝

，解得𝑦 =
𝑥1𝑥2

2𝑝
=

−2𝑝𝑚
2𝑝

= −𝑚， 

又因为过 A，B 两点的切线与直线 y＝﹣p 均交于点 P，所以﹣m＝﹣p， 

即 m＝p，所以直线 l 的方程为 y＝kx+p，恒过定点（0，p），所以 A 正确； 

对于 B 中，由𝑦1 + 𝑦2 = 𝑘𝑥1 + 𝑝 + 𝑘𝑥2 + 𝑝 = 2𝑝(𝑘2 + 1) ≥ 2𝑝，当且仅当 k＝0 时，等号成

立， 

即 A，B 两点的纵坐标之和的最小值为 2p，所以 B 正确； 

对于 C 中，假设存在某一条直线 l，使得∠APB 为直角，即 kPB•kPA＝﹣1， 

可得
𝑥1

𝑝
⋅

𝑥2

𝑝
= −1，即𝑥1𝑥2 = −𝑝2，又因为𝑥1𝑥2 = −2𝑝2，（此时矛盾）， 

所以不存在直线 l，使得∠APB 为直角，所以 C 不正确； 
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对于 D 中，因为直线 y＝kx+p，所以𝑘𝑄𝐻 = −
1
𝑘
， 

则直线 QH 的方程为𝑦 = −
1
𝑘

𝑥 + 2𝑝，联立方程组{
𝑦 = 𝑘𝑥 + 𝑝

𝑦 = −
1
𝑘

𝑥 + 2𝑝
， 

解得𝑥 =
𝑘𝑝

𝑘
2

+1
，𝑦 =

(2𝑘
2

+1)𝑝

𝑘
2

+1
，即𝐻(

𝑘𝑝

𝑘
2

+1
，

(2𝑘
2

+1)𝑝

𝑘
2

+1
)， 

又由𝐹(0，
𝑝
2

)，所以 FH 的斜率为𝑘𝐹𝐻 =

(2𝑘
2

+1)𝑝

𝑘
2

+1
−𝑝

2

𝑘𝑝

𝑘
2

+1

=
3𝑘

2
+1

2𝑘
=

1
2

(3𝑘 +
1
𝑘

)， 

当 k＞0 时，3𝑘 +
1
𝑘

≥ 2√3𝑘 ×
1
𝑘

= 2√3，当且仅当𝑘 =
√3
3
时，等号成立； 

当 k＜0 时，3𝑘 +
1
𝑘

≤ −2√3𝑘 ×
1
𝑘

= −2√3，当且仅当𝑘 = −
√3
3
时，等号成立， 

所以 kFH≤ −√3或 kFH≥ √3，即直线 FH 的斜率为(−∞， − √3] ∪ [√3， + ∞)，所以 D 正

确． 

故选：ABD． 

 

三．填空题（共 3 小题） 

12．【答案】3． 

【解答】解：数列{Ln}的各项除以 4 的余数分别为 1，3，0，3，3，2，1，3，0，…， 

故可得{an}的周期为 6，且前 6 项分别为 1，3，0，3，3，2， 

而 a2024＝a2＝3． 

故答案为：3． 

13．【答案】﹣81． 

【 解 答 】 解 ： (𝑥 +
1
𝑥

− 1)5 的 展 开 式 中 的 各 项 为 ： 𝐶5
𝑟𝐶5−𝑟

𝑘 𝑥𝑟(
1
𝑥

)𝑘(−1)5−𝑘−𝑟 =

(−1)5−𝑘−𝑟𝐶5
𝑟𝐶5−𝑟

𝑘 𝑥𝑟−𝑘， 

而(−1)5−𝑘−𝑟𝐶5
𝑟𝐶5−𝑟

𝑘 𝑥𝑟−𝑘 = (−1)5−𝑘−𝑟 ×
5!

𝑟!(5−𝑟−𝑘)!𝑘!
𝑥𝑟−𝑘， 
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其中 r＝0，1，2，4，5，k＝0，1，⋯，5﹣r， 

令 r﹣k＝﹣2，则{
𝑟 = 0
𝑘 = 2

或{
𝑟 = 1
𝑘 = 3

， 

令 r﹣k＝0，则{
𝑟 = 0
𝑘 = 0

或{
𝑟 = 1
𝑘 = 1

或{
𝑟 = 2
𝑘 = 2

． 

故 (𝑥 +
1
𝑥

− 1)5 ⋅ (𝑥2 + 1) 展 开 式 中 的 常 数 项 为 ： (−1)5−2−0 ×
5!

3!2!
+ (−1)5−3−1 ×

5!
3!

+

(−1)5−0−0 ×
5!
5!

+ (−1)5−1−1 ×
5!
3!

+ (−1)5−2−2 ×
5!

2!2!
= −10﹣20﹣1﹣20﹣30＝﹣81． 

故答案为：﹣81． 

14．【答案】2． 

【解答】解：延长 MF1，F2N，相交于点 G， 

 

由题意知，MN 平分∠F1MF2，且 MN⊥GF2， 

所以|MG|＝|MF2|，且点 N 是 GF2 的中点， 

因为|MG|＝|MF1|+|GF1|， 

所以|MF2|＝|MF1|+|GF1|，即|MF2|﹣|MF1|＝|GF1|， 

由双曲线的定义知，|MF2|﹣|MF1|＝2a＝4， 

所以|GF1|＝4， 

又 O 是 F1F2 的中点， 
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所以|ON|=
1
2
|GF1|＝2． 

故答案为：2． 

四．解答题（共 5 小题） 

15．【答案】（1）证明过程见解答；（2）
√57

19
． 

【解答】解：（1）证明：连接 A1C 交 AC1 于点 E，则 E 为 A1C 的中点， 

因为 D 为 A1B1 的中点，所以 DE∥B1C， 

又因为 DE⊂平面 AC1D，B1C⊄平面 AC1D， 

所以 B1C∥平面 AC1D； 

（2）因为 A1C1＝B1C1，D 为 A1B1 的中点，所以 C1D⊥A1B1，且𝐶1𝐷 = √32 − (2√2)2 = 1． 

因为以 AB1 为直径的球的表面积为 48π，所以4𝜋 × [
√𝐴𝐴1

2
+(4√2)

2

2
]2 =48π，解得 AA1＝4， 

以 D 为坐标原点，𝐷𝐶
→

1的方向为 y 轴的正方向建立如图所示的空间直角坐标系， 

则𝐷(0，0，0)，𝐶1(0，1，0)，𝐴(−2√2，0，4)，𝐶(0，1，4)． 

设平面 AC1D 的法向量为𝑚
→

= (𝑥，𝑦，𝑧)，𝐷𝐶1

→

= (0.1，0)，𝐷𝐴
→

= (−2√2，0，4)， 

则𝑚
→

⊥ 𝐷𝐶1

→

，𝑚
→

⊥ 𝐷𝐴
→

，所以{
𝑚
→

⋅ 𝐷𝐶1

→

= 𝑦 = 0

𝑚
→

⋅ 𝐷𝐴
→

= −2√2𝑥 + 4𝑧 = 0
， 

令 z＝1，得𝑚
→

= (√2，0，1)． 

设平面 ACD 的法向量为𝑛
→

= (𝑥′，𝑦′，𝑧′)，𝐷𝐶
→

= (0，1，4)， 

则𝑛
→

⊥ 𝐷𝐶
→

，𝑛
→

⊥ 𝐷𝐴
→

，所以{
𝑛
→

⋅ 𝐷𝐶
→

= 𝑦′ + 4𝑧′ = 0

𝑛
→

⋅ 𝐷𝐴
→

= −2√2𝑥′ + 4𝑧′ = 0
， 

令 z′＝1，得𝑛
→

= (√2， − 4，1)． 

因为𝑐𝑜𝑠＜𝑚
→
，𝑛

→
＞ =

𝑚
→

⋅𝑛
→

|𝑚
→

||𝑛
→

|
=

3
√3×√19

=
√57
19

， 

由图可知，二面角 C﹣AD﹣C1 为锐二面角， 

所以二面角 C﹣AD﹣C1 的余弦值为
√57

19
． 
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16．【答案】（Ⅰ）
𝜋

3
； 

（Ⅱ）选条件①：√3； 

选条件②：
4√3

3
． 

【解答】解：（Ⅰ）因为
𝑐𝑜𝑠𝐶

𝑐𝑜𝑠𝐴
=

2𝑏−𝑐

𝑎
，可得

𝑐𝑜𝑠𝐶

𝑐𝑜𝑠𝐴
=

2𝑠𝑖𝑛𝐵−𝑠𝑖𝑛𝐶

𝑠𝑖𝑛𝐴
， 

整理可得 sinAcosC+cosAsinC＝2cosAsinB， 

即 sin（A+C）＝2cosAsinB， 

在三角形中，sin（A+C）＝sinB，sinB＞0， 

所以 cosA=
1
2
，A∈（0，π）， 

可得 A=
𝜋
3
； 

（Ⅱ）由余弦定理可得 a2＝b2+c2﹣2bccosA， 

即 12＝4+c2﹣2×2×c×
1
2
，即 c2﹣2c﹣8＝0， 

解得 c＝4 或 c＝﹣2（舍）， 

若选条件①：𝐴𝐷
→

=
1
2
（𝐴𝐵

→

+ 𝐴𝐶
→

），可知 D 为 BC 的中点，所以 S△ABD=
1
2
S△ABC， 

因为𝑎 = 2√3，b＝2，A=
𝜋
3
， 

所以 S△ABC=
1
2
bcsinA=

1
2

×2×4×
√3
2

=2√3， 

所以 S△ABD=
1
2

×2√3 = √3； 

若条件②：∠BAD＝∠CAD，即 AD 为∠CAB 的角平分线， 

因为 S△ABC＝S△ABD+S△ACD， 

即
1

2
bcsin

𝜋

3
=

1

2
c•AD•sin

𝜋

6
+

1

2
b•AD•sin

𝜋

6
， 
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即 2×4×
√3
2

=AD×（2+4）×
1
2
， 

解得 AD=
4√3

3
， 

所以 S△ABD=
1
2
c•ADsin

𝜋

6
=

1

2
×4×

4√3
3

×
1
2

=
4√3

3
． 

17．【答案】（1）𝑦
̂

= 1.6𝑥 − 26； 

（2）2×2 列联表见解析，认为核心零件是否报废与是否保养有关，此推断的错误概

率不大于 0.01． 

【解答】解：（1）已知𝑥 =86，𝑦 =112，∑  8
𝑖=1 𝑥𝑖𝑦𝑖 = 82743，∑  8

𝑖=8 𝑥𝑖
2 = 62680， 

则𝑏
̂

=
∑  8

𝑖=1 𝑥𝑖𝑦𝑖−8𝑥𝑦

∑  8
𝑖=1 𝑥𝑖

2−8𝑥
2 =

82743−8×86×112

62680−8×86
2 ≈1.6， 

𝑎
̂

= 𝑦 − 𝑏
̂

𝑥 ≈ −26． 

∴y 关于 x 的线性回归方程为𝑦
̂

= 1.6𝑥 − 26； 

（2）设 H0：核心零件是否报废与保养无关， 

由题意，保养过的共 20×30%＝6，未保养的为 20﹣6＝14，补充 2×2 列联表如下： 

 保养 未保养 合计 

报废 6 14 20 

未报废 54 26 80 

合计 60 40 100 

则：𝐾2 =
100×(6×26−14×54)

2

20×40×60×80
= 9.375＞6.635． 

根据小概率值 α＝0.01 的独立性检验，我们推断 H0 不成立，即认为核心零件是否报

废与是否保养有关， 

此推断的错误概率不大于 0.01． 

18．【答案】（1）（﹣∞，2]：（2）证明见解析． 

【解答】解：对函数 f（x）求导得 f′（x）＝lnx+1﹣a， 

所以 f′（e）＝1+1﹣a＝2﹣a＝1， 

解得 a＝1， 

（1）由题意可知 
𝑥𝑙𝑛𝑥−𝑥+𝑒2

𝑥
≥ 𝑚对任意的 x∈（0，+∞）恒成立， 

即𝑙𝑛𝑥 − 1 +
𝑒2

𝑥
≥ 𝑚 对任意的 x∈（0，+∞）恒成立， 
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只需(𝑙𝑛𝑥 − 1 +
𝑒2

𝑥
)𝑚𝑖𝑛 ≥ 𝑚， 

令𝑔(𝑥) = 𝑙𝑛𝑥 − 1 +
𝑒2

𝑥
，x＞0， 

对其求导得𝑔′(𝑥) =
1
𝑥

−
𝑒2

𝑥2 =
𝑥−𝑒2

𝑥2 ， 

所以当 x∈（0，e2） 时，g'（x）＜0，函数 g（x）单调递减； 

当 x∈（e2，+∞） 时，g'（x）＞0，函数 g（x）单调递增， 

所以𝑔(𝑥)𝑚𝑖𝑛 = 𝑔(𝑒2) = 2 − 1 + 1 = 2， 

于是 m≤2， 

因此实数 m 的取值范围是（﹣∞，2]． 

（2）证明：由条件知 h（x）＝xlnx﹣x+x2，对其求导得 h′（x）＝lnx+2x， 

函数 h′（x）在（0，+∞）上单调递增，且ℎ′(
1
𝑒

) = −1 +
2
𝑒
＜0，ℎ′(1) = 2＞0， 

所以存在𝑥0 ∈ (
1
𝑒
，1)，使 h'（x0）＝0，即 lnx0+2x0＝0， 

当 x∈（0，x0） 时，h'（x）＜0，函数 h（x）单调递减； 

当 x∈（x0，+∞） 时，h'（x）＞0，函数 h（x）单调递增， 

于是 x0 是函数 h（x）的极值点， 

所以 f（x0）+3x0＝x0lnx0+2x0= −2𝑥0
2 + 2𝑥0 = 2𝑥0(1 − 𝑥0)＞0，即得证． 

19．【答案】（1）证明过程见解答； 

（2）存在，数列{an}的项数 n 为 3． 

【解答】解：（1）证明：由题得𝑓′(𝑥) =
1
𝑥
，曲线 y＝f（x）在点（ai，f（ai））处的切线

方程为： 

y﹣f（ai）=
1
𝑎𝑖
（x﹣ai），即 y﹣lnai=

𝑥
𝑎𝑖

−1， 

令 x＝0，得 y＝lnai﹣1，此切线交 y 轴于点（0，lnai﹣1）， 

∴ai+1＝lnai﹣1． 

（2）若{an}为等差数列，设其公差为 d， 

则 d＝ai+1﹣ai＝lnai﹣ai﹣1，1≤i≤n， 

令 g（x）＝lnx﹣x﹣1，则𝑔′(𝑥) =
1
𝑥

− 1 =
1−𝑥

𝑥
， 

当 x∈（0，1）时，g′（x）＞0，g（x）单调递增， 

当 x∈（1，+∞）时，g′（x）＜0，g（x）单调递减， 
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∴g（x）max＝g（1）＝﹣2， 

∴d＝g（x）最多有两个不同的根，即最多 3 项成等差数列， 

若 a1，a2，a3 成等差数列，即 a1+a3＝2a2， 

由（1）知 a2＝lna1﹣1，∴𝑎1 = 𝑒𝑎2+1， 

∵a3＝lna2﹣1， 

记函数 h（x）＝ex+1+lnx﹣1﹣2x，则ℎ′(𝑥) = 𝑒𝑥+1 +
1
𝑥

− 2， 

∴当 x∈（0，+∞）时，h′（x）＞0，∴h（x）在（0，+∞）上单调递增， 

∵h（
1

𝑒2
）= 𝑒

1

𝑒2+1
−2﹣1−

2

𝑒2 = 𝑒
1

𝑒2+1
−3−

2

𝑒2 ＜𝑒
1

𝑒2+1
−3.2＜0， 

∵h（1）＝e2﹣3＞0， 

∴存在 x0∈（
1

𝑒2
，1），使得 a1+a3＝2a2，即{an}为等差数列， 

此时 a＝a1= 𝑒𝑎2+1，数列{an}的项数为 3． 


