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【本试卷共 19 小题，满分 150 分。考试用时 120 分钟】 

 

注意事项: 

1．答卷前，考生务必将自己的考生号、姓名、考点学校、考场号及座位号填写在答题卡上。 

2．回答选择题时，选出每小题答案后，用铅笔把答题卡上对应题目的答案标号涂黑。如需要改动，

用橡皮擦干净后，再选涂其他答案标号。回答非选择题时，将答案写在答题卡上。写在本试卷上

无效。 

3．考试结束后，将本试卷和答题卡一并交回。 

 

一、选择题：本题共 8 小题，每小题 5 分，共 40 分。在每个小题给出的四个选项中，

只有一项是符合题目要求的。 

1．（2024•松江区二模）已知集合 A＝{x|0≤x≤4}，B＝{x|x＝2n，n∈Z}，则 A∩B＝（  ） 

A．{1，2} B．{2，4} C．{0，1，2} D．{0，2，4} 

2．（2024•南宁模拟）已知复数 z 在复平面内对应的点为（a，b），且|z+i|＝4，则（  ） 

A．a2+（b+1）2＝4 B．a2+（b+1）2＝16  

C．（a+1）2+b2＝4 D．（a+1）2+b2＝16 

3．（2024•榆林三模）设 a，b 为两条不同的直线，α，β 为两个不同的平面，下面为真

命题的是（  ） 

A．若 α∥β，a⊂α，b⊂β，则 a∥b  

B．对于空间中的直线 l，若 a⊂α，b⊂α，l⊥a，l⊥b，则 l⊥α  

C．若直线 a 上存在两点到平面 α 的距离相等，则 a∥α  

D．若 a∥α，a⊥β，则 α⊥β 

4．（2024•渭南二模）已知平面向量𝑎
→
= (2𝑐𝑜𝑠𝛼，− 1)，𝑏

→

= (𝑐𝑜𝑠𝛼，1)，其中 α∈（0，π），

若𝑎
→
⊥ 𝑏

→

，则 α＝（  ） 

A．𝛼 =
𝜋
4

 B．𝛼 =
𝜋
4
或𝛼 =

3𝜋
4

  

C．𝛼 =
𝜋
3

 D．𝛼 =
𝜋
3
或𝛼 =

2𝜋
3

 

2024 年高考数学押题密卷 03(新高考 新题型) 
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5．（2024•聊城模拟）点 P 在抛物线 y2＝8x 上，若点 P 到点（2，0）的距离为 6，则点

P 到 y 轴的距离为（  ） 

A．4 B．5 C．6 D．7 

6．（2024•鄠邑区三模）已知 Sn 是等比数列{an}的前 n 项和，a1+a4+a7＝2，a2+a5+a8＝4，

则 S9＝（  ） 

A．12 B．14 C．16 D．18 

7．（2024•商洛模拟）已知函数 f（x）＝2xlnx﹣ax2，若对任意的 x1，x2∈（0，+∞），当

x1＞x2 时，都有 2x1+f（x2）＞2x2+f（x1），则实数 a 的取值范围为（  ） 

A．[
1
2𝑒

，+∞) B．[1，+∞） C．[
1
𝑒
，+∞) D．[2，+∞） 

8．（2024•合肥模拟）如图，正四面体 ABCD 的棱长为 2，点 E 在四面体 ABCD 外侧，

且△AED 是以 E 为直角顶点的等腰直角三角形．现以 AD 为轴，点 E 绕 AD 旋转一

周，当三棱锥 E﹣BCD 的体积最小时，直线 CE 与平面 BCD 所成角的正弦值的平方

为（  ） 

 

A．
1

3
 B．

√2

3
 C．

2−√2

6
 D．

2−√2

12
 

二、选择题：本题共 3 小题，每小题 6 分，共 18 分。在每小题给出的选项中，有多项

符合题目要求。全部选对得 6 分，部分选对的得部分分，有选错的得 0 分。 

9．（2024•晋城二模）水稻产量是由单位面积上的穗数、每穗粒数（每穗颖花数）、成粒

率和粒重四个基本因素构成．某实验基地有两块面积相等的试验田，在种植环境相

同的条件下，这两块试验田分别种植了甲、乙两种水稻，连续试验 5 次，水稻的产

量如下： 

甲（单位：kg） 250 240 240 200 270 

乙（单位：kg） 250 210 280 240 220 

则下列说法正确的是（  ） 
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A．甲种水稻产量的极差为 70  

B．乙种水稻产量的中位数为 240  

C．甲种水稻产量的平均数大于乙种水稻产量的平均数  

D．甲种水稻产量的方差小于乙种水稻产量的方差 

10．（2024•河北模拟）已知直线 l：x+my﹣m+2＝0，圆 C：（x﹣1）2+（y﹣2）2＝5，则

下列说法正确的是（  ） 

A．直线 l 恒过定点（﹣2，1）  

B．直线 l 与圆 C 相交  

C．当直线 l 平分圆 C 时，m＝﹣3  

D．当点 C 到直线 l 距离最大值时，𝑚 =
1
3

 

11．（2024•贵池区校级一模）已知正方体 ABCD﹣A1B1C1D1 的棱长为 1，P 是侧面 ABB1A1

内的一个动点，三棱锥 P﹣BC1D 的所有顶点均在球 O 的球面上，则（  ） 

A．平面 PA1C⊥平面 BC1D  

B．点 P 到平面 BC1D 的距离的最大值为
√3

2
  

C．当点 P 在线段 AB1上时，异面直线 AP 与 BC1 所成的角为
𝜋

3
  

D．当三棱锥 P﹣BC1D 的体积最大时，球 O 的表面积为 2π 

三、填空题：本题共 3 个小题，每小题 5 分，共 15 分。 

12．（2024•丰台区二模）已知函数 f（x）＝2x，g（x）＝log2（x+1），那么 f（g（0））

＝     ． 

13．（2024•赣州模拟）(𝑥2 + 𝑦 +
1
𝑥
+
1
𝑦
)7展开式中的常数项为         ． 

14．（2024•宁波模拟）在平面直角坐标系 xOy 中，定义 d（A，B）＝|x1﹣x2|+|y1﹣y2|为

A（x1，y1），B（x2，y2）两点间的“曼哈顿距离”．已知椭圆 C：
𝑥2

2
+ 𝑦2 =1，点 P，

Q，R 在椭圆 C 上，PQ⊥x 轴．点 M，N 满足𝑅𝑀
→

= 𝑀𝑃
→

，𝑃𝑁
→

= 2𝑁𝑄
→

．若直线 MQ 与 NR

的交点在 x 轴上，则 d（R，Q）的最大值为                 ． 

四、解答题：本题共 5 小题，共 77 分。解答应写出必要的文字说明、证明过程或演算

步骤。 

15．（13 分）（2024•新余二模）在△ABC 中，内角 A，B，C 的对边分别为 a，b，c，且

△ABC 的面积𝑆 =
1
2
(𝑎2 + 𝑐2 − 𝑏2)𝑠𝑖𝑛𝐵． 
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（1）求角 B； 

（2）若∠ABC 的平分线交 AC 于点 D，a＝3，c＝4，求 BD 的长． 

16．（15 分）（2024•广州二模）已知等差数列{an}的前 n 项和为 Sn，a2n+1＝2an+2，且{
𝑆𝑛
𝑛+1

}

为等差数列． 

（1）求{an}的通项公式； 

（2）在2
𝑎𝑛
2 与2

𝑎𝑛+1
2 之间插入 n 个数，使这 n+2 个数组成一个公差为 dn（dn＞0）的等

差数列，记数列{
1
𝑑𝑛
}的前 n 项和为 Tn，求证：Tn＜3． 

17．（15 分）（2024•聊城模拟）随着互联网的普及、大数据的驱动，线上线下相结合的

新零售时代已全面开启，新零售背景下，即时配送行业稳定快速增长．某即时配送

公司为更好地了解客户需求，优化自身服务，提高客户满意度，在其 A，B 两个分公

司的客户中各随机抽取 10 位客户进行了满意度评分调查（满分 100 分），评分结果

如下： 

分公司 A：66，80，72，79，80，78，87，86，91，91． 

分公司 B：62，77，82，70，73，86，85，94，92，89． 

（1）求抽取的这 20 位客户评分的第一四分位数； 

（2）规定评分在 75 分以下的为不满意，从上述不满意的客户中随机抽取 3 人继续沟

通不满意的原因及改进建议，设被抽到的 3 人中分公司 B 的客户人数为 X，求 X 的分

布列和数学期望． 

18．（17 分）（2024•辽宁模拟）已知𝑓(𝑥) = (𝑥 − 1)𝑒𝑥 +
1
2
𝑎𝑥2． 

（1）讨论 f（x）的单调性； 

（2）当 a＞0 时，证明：f（x）有且仅有两个零点 x1，x2，且 x1+x2＜0． 

19．（17 分）（2024•永州三模）已知 O 为坐标原点，动点 M 在椭圆𝐶：
𝑥2

2
+ 𝑦2 = 1上，动

点 N 满足𝑂𝑁
→

= √3𝑂𝑀
→

，记点 N 的轨迹为 E． 

（1）求轨迹 E 的方程； 

（2）在轨迹 E 上是否存在点 T，使得过点 T 作椭圆 C 的两条切线互相垂直？若存在，

求点 T 的坐标：若不存在，请说明理由； 

（3）过点 M 的直线 y＝kx+m（m≠0）交轨迹 E 于 A，B 两点，射线 OM 交轨迹 E 于
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点 P，射线 MO 交椭圆 C 于点 Q，求四边形 APBQ 面积的最大值． 

  



师书邦（江苏题库）www.shishubang.com 教师备课和学生学习的资源平台！ 

6 
 

 

一．选择题（共 8 小题） 

1．【答案】D 

【解答】解：∵集合 A＝{x|0≤x≤4}，B＝{x|x＝2n，n∈Z}， 

∴A∩B＝{0，2，4}． 

故选：D． 

2．【答案】B 

【解答】解：根据题意，z＝a+bi， 

∴|a+（b+1）i|＝4， 

∴a2+（b+1）2＝16． 

故选：B． 

3．【答案】D 

【解答】解：若 α∥β，a⊂α，b⊂β，则 a∥b 或 a 与 b 异面，故 A 错误； 

当 a⊂α，b⊂α，l⊥a，l⊥b 时，只有 a，b 相交时才有 l⊥α，故 B 错误； 

若直线 a 上存在两点到平面 α 的距离相等，则 a∥α 或 a 与 α 相交，故 C 错误； 

如图， 

 

∵a∥α，过 a 作平面 γ 和平面 α 交于 n，则 a∥n，而 a⊥β，故 n⊥β， 

又 n⊂α，∴α⊥β，故 D 正确． 

故选：D． 

4．【答案】B 

【解答】解：∵𝑎
→
⊥ 𝑏

→

， 

参考答案 
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∴𝑎
→
⋅ 𝑏
→

= 2𝑐𝑜𝑠2𝛼 − 1 = 𝑐𝑜𝑠2𝛼 = 0， 

∵α∈（0，π），∴2α∈（0，2π）， 

∴2𝛼 =
𝜋
2
或2𝛼 =

3𝜋
2
， 

∴𝛼 =
𝜋
4
或𝛼 =

3𝜋
4
． 

故选：B． 

5．【答案】A 

【解答】解：由题意，抛物线 y2＝8x 的焦点坐标为 F（2，0），准线方程为 x＝﹣2， 

设点 P 到 y 轴的距离为 d， 

由抛物线的定义得：d+2＝|PF|＝6， 

所以 d＝4，即点 P 到 y 轴的距离为 4． 

故选：A． 

6．【答案】B 

【解答】解：设等比数列{an}的公比为 q，则
𝑎2+𝑎5+𝑎8

𝑎1+𝑎4+𝑎7
=
𝑞(𝑎1+𝑎4+𝑎7)

𝑎1+𝑎4+𝑎7
= 𝑞 = 2， 

则 a3+a6+a9＝2（a2+a5+a8）＝8， 

所以 S9＝a1+a4+a7+a2+a5+a8+a3+a6+a9＝2+4+8＝14． 

故选：B． 

7．【答案】C 

【解答】解：不等式 2x1+f（x2）＞2x2+f（x1）等价于 f（x1）﹣2x1＜f（x2）﹣2x2， 

令 F（x）＝f（x）﹣2x，x∈（0，+∞）， 

根据题意对任意的 x1，x2∈（0，+∞），当 x1＞x2 时，F（x1）＜F（x2）， 

所以函数 F（x）＝f（x）﹣2x 在（0，+∞）上单调递减， 

所以 F'（x）＝f'（x）﹣2＝2lnx﹣2ax≤0 在（0，+∞）上恒成立， 

即
𝑙𝑛𝑥

𝑥
≤ 𝑎在（0，+∞）上恒成立． 

令𝑔(𝑥) =
𝑙𝑛𝑥
𝑥
，x∈（0，+∞），则𝑔′(𝑥) =

1−𝑙𝑛𝑥

𝑥2
1， 

所以当 x∈（0，e）时，g'（x）＞0g（x）单调递增，当 x∈（e，+∞）时，g'（x）＜0，

g（x）单调递减， 

所以𝑔(𝑥)𝑚𝑎𝑥 = 𝑔(𝑒) =
1
𝑒
，所以𝑎 ≥

1
𝑒
． 
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故选：C． 

8．【答案】D 

【解答】解：在正四面体 ABCD 中，取 BC 中点 F，连接 DF，AF，则 DF＝AF， 

取 AD 中点 M，连接 FM，EM，则 FM⊥AD， 

△AED 是以   E 为直角顶点的等腰直角三角形，正四面体 ABCD 的棱长为 2， 

则 EM⊥AD，且 EM=
1
2
AD＝1， 

 

点 E 绕 AD 旋转一周，形成的图形为以 M 为圆心，以 EM＝1 为半径的圆， 

设该圆与 MF 的交点为 E1，当三棱锥 E﹣BCD 的体积最小时，即   E 点到底面 BCD

的距离最小， 

即此时 E 点即位于 E1处， 

因为正四面体 ABCD 的棱长为 2，则 DF＝AF= √3， 

又 AD 中点为 M，则 FM= √𝐴𝐹2 − 𝐴𝑀2 = √2，则𝐹𝐸1 = √2 − 1， 

设点 E1 在底面 BCD 上的射影为 H，则 E1H＝E1Fsin∠E1FH= 𝐸1𝐹 ×
𝑀𝐷
𝐹𝐷

=
√2−1
√3

， 

又 MB＝MC，BC 中点为 F，故 MF⊥BC， 

故𝐸1𝐶 = √𝐹𝐶2 + 𝐸1𝐹2 = √12 + (√2 − 1)2 = √4 − 2√2， 

由于点 E1 在底面 BCD 上的射影为 H，故∠E1CH 即为直线 CE1 与平面 BCD 所成角， 

sin2∠E1CH
𝐸1𝐻

2

𝐸1𝐶
2
=

1

3
(√2−1)2

(√4−2√2)2
=
2−√2

12
． 
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故选：D． 

二．多选题（共 3 小题） 

9．【答案】ABD 

【解答】解：对于选项 A，甲种水稻产量的极差为 270﹣200＝70，故 A 选项正确； 

对于选项 B，乙种水稻产量从小到大排列为 210，220，240，250，280，所以乙种水

稻产量的中位数为 240，故选项 B 正确； 

对于选项 C，甲种水稻产量的平均数为
250+240+240+200+270

5
=240，乙种水稻产量的

平均数为
250+210+280+240+220

5
=240， 

所以甲种水稻产量的平均数等于乙种水稻产量的平均数，故 C 选项错误； 

对于选项 D，甲种水稻产量的方差为
1

5
× [(250 − 240)2 + (240 − 240)2 + (240 − 240)2 +

(200 − 240)2 + (270 − 240)2] = 520， 

乙 种 水 稻 产 量 的 方 差 为
1

5
× [(250 − 240)2 + (210 − 240)2 + (280 − 240)2 + (240 −

240)2 + (220 − 240)2] = 600， 

所以甲种水稻产量的方差小于乙种水稻产量的方差，故 D 选项正确． 

故选：ABD． 

10．【答案】ACD 

【解答】解：对于 A，l：x+my﹣m+2＝0 即 x+2+m（y﹣1）＝0， 

令 y﹣1＝0，有 y＝1，x＝﹣2，所以直线 l 恒过定点 P（﹣2，1），故 A 正确； 

对于 B，圆 C：（x﹣1）2+（y﹣2）2＝5 的圆心𝐶(1，2)，𝑟 = √5， 

点 C（1，2）到直线 l：x+my﹣m+2＝0 的距离为𝑑 =
|𝑚+3|

√1+𝑚2
， 

从而𝑑2 − 𝑟2 =
(𝑚+3)

2

1+𝑚2 − 5 =
−4𝑚2+6𝑚+4

1+𝑚2 =
−2(𝑚−2)(2𝑚+1)

1+𝑚2 ， 

取 m＝2，则此时有 d＝r，故 B 错误； 

对于 C，当直线 l 平分圆 C 时，有点 C（1，2）在直线 l：x+my﹣m+2＝0 上， 

也就是说有 1+2m﹣m+2＝0 成立，解得 m＝﹣3，故 C 正确； 

对于 D，点 C 到直线 l 距离满足 d≤|PC|，等号成立当且仅当 PC⊥l， 

而 PC 的斜率为𝑘1 =
2−1

1−(−2)
=
1
3
， 
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所以当等号成立时有
1

3
⋅ (−

1

𝑚
) = −1，解得𝑚 =

1
3
，故 D 正确． 

故选：ACD． 

11．【答案】AC 

【解答】解：连接 AC，易得 BD⊥AC， 

 

因为 AA1⊥平面 ABCD， 

所以根据三垂线定理可得 A1C⊥BD， 

同理可得 A1C⊥C1D，从而可得 A1C⊥平面 BC1D，又 A1C⊂平面 PA1C， 

所以平面 PA1C⊥平面 BC1D，故 A 选项正确； 

以 AB，AD，AA1 所在直线分别为 x，y，z 轴，建系如图， 

 

设 P（x，0，z）（0≤x≤1，0≤z≤1）， 

所以 B（1，0，0），C（1，1，0），A1（0，0，1）， 

由 A 选项可知平面 BC1D 的一个法向量为𝐴1𝐶
→

= (1，1，− 1)， 

又𝐵𝑃
→

= (𝑥 − 1，0，𝑧)， 

所以点 P 到平面 BC1D 的距离为𝑑 =
|𝐴1𝐶
→

⋅𝐵𝑃
→
|

|𝐴1𝐶
→

|
=
|𝑥−1−𝑧|

√3
， 

所以当 x＝0，z＝1 时，𝑑𝑚𝑎𝑥 =
2√3
3
，故 B 错误； 

当点 P 在线段 AB1 上时，异面直线 AP 与 BC1所成的角即为异面直线 AB1 与 BC1 所成
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的角，即∠BC1D， 

因为△BC1D 为等边三角形，所以∠𝐵𝐶1𝐷 =
𝜋
3
，故 C 正确； 

当三棱锥 P﹣BC1D 的体积最大时，点 P 到平面 BC1D 的距离最大， 

由 B 选项可知当点 P 与点 A1 重合时， 

三棱锥 P﹣BC1D 为正四面体 A1﹣BC1D，且其棱长为√2，其外接球即为正方体 ABCD

﹣A1B1C1D1 的外接球， 

所以外接球的半径为
√3

2
， 

所以球 O 的表面积为𝑆 = 4𝜋 × (
√3
2
)2 = 3𝜋，故 D 错误． 

故选：AC． 

三．填空题（共 3 小题） 

12．【答案】1． 

【解答】解：f（x）＝2x，g（x）＝log2（x+1）， 

g（0）＝log2（0+1）＝0， 

则 f（g（0））＝f（0）＝20＝1． 

故答案为：1． 

13．【答案】630． 

【解答】解：(𝑥2 + 𝑦 +
1
𝑥
+
1
𝑦
)7表示 7 个(𝑥2 + 𝑦 +

1
𝑥
+
1
𝑦
) 相乘，则常数项应为 1 个 x2，2

个
1

𝑥
，2 个 y，2 个

1

𝑦
相乘， 

所以(𝑥2 + 𝑦 +
1
𝑥
+
1
𝑦
)7展开式中的常数项为𝐶7

1𝐶6
2𝐶4

2𝐶2
2 = 630． 

故答案为：630． 

14．【答案】2√3． 

【解答】解：设 P（x1，y1），R（x2，y2），由题意𝑄(𝑥1，− 𝑦1)，𝑀(
𝑥1+𝑥2
2

，
𝑦1+𝑦2
2

)， 

不妨设点 P 位于第一象限，由𝑃𝑁
→

= 2𝑁𝑄
→

可得𝑁(𝑥1，−
𝑦1
3
)， 

设直线 MQ 与 NR 的交点为 T（t，0），则有𝑄𝑇
→

∥ 𝑀𝑄
→

，𝑅𝑇
→

∥ 𝑅𝑁
→

， 

𝑄𝑇
→

= (𝑡 − 𝑥1，𝑦1)，𝑀𝑄
→

= (
𝑥1−𝑥2
2

，−
3𝑦1+𝑦2

2
)． 

由𝑄𝑇
→

∥ 𝑀𝑄
→

可得(𝑡 − 𝑥1)(−
3𝑦1+𝑦2

2
) = 𝑦1(

𝑥1−𝑥2
2

)，整理得𝑡 =
2𝑥1𝑦1+𝑥1𝑦2+𝑥2𝑦1

3𝑦1+𝑦2
①， 
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𝑅𝑇
→

= (𝑡 − 𝑥2，− 𝑦2)，𝑅𝑁
→

= (𝑥1 − 𝑥2，−
𝑦1
3
− 𝑦2)， 

由𝑅𝑇
→

∥ 𝑅𝑁
→

可得(𝑡 − 𝑥2)(−
𝑦1
3
− 𝑦2) = −𝑦2(𝑥1 − 𝑥2)，整理得𝑡 =

𝑥2𝑦1+3𝑥1𝑦2
𝑦1+3𝑦2

②， 

联立①②可得𝑦1
2(𝑥1 − 𝑥2) = 𝑦1𝑦2(𝑥1 − 𝑥2)，由题意 x1≠x2，y1≠0，所以 y1＝y2， 

由椭圆的对称性可知 x1＝﹣x2， 

d（R，Q）＝|x1﹣x2|+|﹣y1﹣y2|＝2|x1|+2|y1|， 

因为
𝑥1
2

2
+ 𝑦

1

2 = 1，设𝑥1 = √2𝑐𝑜𝑠𝛼，𝑦1 = 𝑠𝑖𝑛𝛼，𝛼 ∈ (0，
𝜋
2
)， 

𝑑(𝑅，𝑄) = 2|𝑥1| + 2|𝑦1| = 2√2𝑐𝑜𝑠𝛼 + 2𝑠𝑖𝑛𝛼 = 2√3𝑠𝑖𝑛(𝛼 + 𝜃)，其中𝑡𝑎𝑛𝜃 = √2， 

所以当𝛼 + 𝜃 =
𝜋
2
时，d（R，Q）取到最大值2√3． 

故答案为：2√3． 

四．解答题（共 5 小题） 

15．【答案】（1）
𝜋

3
；（2）

12√3

7
． 

【解答】解：（1）根据余弦定理，a2+c2﹣b2＝2accosB， 

由已知有 S=
1
2
•2accosBsinB=

1
2
•acsinB，则 cosB=

1
2
， 

△ABC 中，B=
𝜋
3
； 

（2）∠ABC 的平分线交 AC 于点 D，a＝3，c＝4， 

则
𝐴𝐷

𝐶𝐷
=
4

3
，又 B=

𝜋
3
，则 b2＝a2+c2﹣2accosB＝13，b= √13， 

则 AD=
4√13
7

，S△ABD=
4
7
S△ABC， 

可得
1

2
⋅ 𝐵𝐷 ⋅ 4𝑠𝑖𝑛

𝜋

6
=
4

7
×
1

2
×4×3sin

𝜋

3
，则 BD=

12√3
7

． 

16．【答案】（1）an＝2n；（2）证明见解答． 

【解答】解：（1）等差数列{an}的前 n 项和为 Sn，设公差为 d， 

由 a2n+1＝2an+2，可得 a1+2nd＝2a1+2（n﹣1）d+2， 

即有 a1＝2a1﹣2d+2，即 a1＝2d﹣2， 

由{
𝑆𝑛
𝑛+1

}为等差数列，可得 Sn＝kn（n+1）， 

即有 a1＝2k，d＝2k，解得 k＝1， 

可得 an＝2n； 

（2）证明：在2
𝑎𝑛
2 与2

𝑎𝑛+1
2 之间插入 n 个数，使这 n+2 个数组成一个公差为 dn（dn＞0）
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的等差数列， 

可得 dn=
2
𝑛+1

−2
𝑛

𝑛+2−1
=

2
𝑛

𝑛+1
，

1

𝑑𝑛
=（n+1）•（

1

2
）n， 

Tn＝2•（
1

2
）1+3•（

1

2
）2+...+（n+1）•（

1

2
）n， 

1

2
Tn＝2•（

1

2
）2+3•（

1

2
）3+...+（n+1）•（

1

2
）n+1， 

上面两式相减可得
1

2
Tn＝1+（

1

2
）2+（

1

2
）3+...+（

1

2
）n﹣（n+1）•（

1

2
）n+1 

＝1+

1
4(1−

1

2𝑛−1
)

1−1
2

−（n+1）•（
1

2
）n+1=

3
2
−
𝑛+3

2
𝑛+1， 

则 Tn＝3−
𝑛+3

2
𝑛 ， 

由
𝑛+3

2𝑛
＞0，可得 Tn＜3． 

17．【答案】（1）75 分； 

（2）X 的分布列为： 

X 1 2 3 

P 3

10
  

3

5
  

1

10
  

E（X）=
9
5
． 

【解答】解：（1）将抽取的这 20 位客户的评分从小到大排列为：62，66，70，72，

73，77，78，79，80，80，82，85，86，86，87，89，91，91，92，94， 

因为 20×25%＝5， 

所以第一四分位数为
73+77

2
= 75（分）； 

（2）由已知得分公司 A 中 75 分以下的有 66 分，72 分；分公司 B 中 75 分以下的有

62 分，70 分，73 分， 

所以上述不满意的客户共 5 人，其中分公司 A 中 2 人，分公司 B 中 3 人， 

X 的所有可能取值为 1，2，3， 

则 P（X＝1）=
𝐶2
2
𝐶3

1

𝐶5
3 =

1×3
10

=
3
10
，P（X＝2）=

𝐶2
1
𝐶3

2

𝐶5
3 =

2×3
10

=
3
5
，P（X＝3）=

𝐶3
3

𝐶5
3 =

1
10
， 

所以 X 的分布列为： 

X 1 2 3 
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P 3

10
  

3

5
  

1

10
  

所以𝐸(𝑋) = 1 ×
3
10

+ 2 ×
3
5
+ 3 ×

1
10

=
9
5
． 

18．【答案】（1）①a≥0，在（﹣∞，0）单调递减，在（0，+∞）单调递增； 

②﹣1＜a＜0，在（﹣∞，ln（﹣a））单调递增，在（ln（﹣a），0）单调递减，在（0，

+∞）单调递增； 

③a＝﹣1，在 R 上单调递增； 

④a＜﹣1，在（﹣∞，0）单调递增，在（0，ln（﹣a））单调递减，在（ln（﹣a），+

∞）单调递增； 

（2）证明过程见解析． 

【解答】解：（1）f'（x）＝x（ex+a）， 

①当 a≥0 时，当 x＜0 时，f'（x）＜0，当 x＞0 时，f'（x）＞0， 

所以 f（x）在（﹣∞，0）单调递减，在（0，+∞）单调递增； 

②当﹣1＜a＜0 时，ln（﹣a）＜0，令 f'（x）＞0，解得 x＜ln（﹣a）或 x＞0， 

令 f'（x）＜0，解得 ln（﹣a）＜x＜0， 

所以 f（x）在（﹣∞，ln（﹣a））单调递增，在（ln（﹣a），0）单调递减，在（0，+

∞）单调递增； 

③当 a＝﹣1 时，f'（x）≥0，f（x）在 R 上单调递增； 

④当 a＜﹣1 时，ln（﹣a）＞0，令 f'（x）＞0，解得 x＜0 或 x＞ln（﹣a）， 

令 f'（x）＜0，解得 0＜x＜ln（﹣a）， 

所以 f（x）在（﹣∞，0）单调递增，在（0，ln（﹣a））单调递减，在（ln（﹣a），+

∞）单调递增； 

证明：（2）由（1）知当 a＞0 时，f（x）在（﹣∞，0）单调递减，在（0，+∞）单

调递增， 

因为 f（0）＝﹣1＜0，f（1）=
1
2
a＞0，所以 f（x）在（0，1）有一个零点， 

令 g（x）＝（x﹣1）ex，则 g'（x）＝xex， 

当 x＜0 时，g'（x）＜0，g（x）单调递减， 

当 x＞0 时，g'（x）＞0，g（x）单调递增，所以 g（x）≥g（0）＝﹣1， 

当 x＜0 时，𝑓(𝑥)＞
1
2
𝑎𝑥2 − 1，取𝑥0 = −√

2
𝑎
＜0，取𝑓(𝑥0)＞

1
2
𝑎𝑥0

2 − 1 = 0， 
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所以在(−√
2
𝑎
，0)有一个零点，所以 f（x）有且仅有两个零点 x1，x2， 

不妨设 x1＜0＜x2，设 h（x）＝f（x）﹣f（﹣x），x＜0， 

h'（x）＝f'（x）+f'（﹣x）＝x（ex+a）﹣x（e
﹣x+a）＝x（ex﹣e

﹣x）， 

当 x＜0 时，ex﹣e
﹣x＜0，h'（x）＞0，所以 h（x）在（﹣∞，0）单调递增， 

因为 x1＜0，所以 h（x1）＜h（0）＝0，所以 f（x1）﹣f（﹣x1）＜0， 

因为 f（x1）＝f（x2）＝0，所以 f（x2）＜f（﹣x1）， 

因为 f（x）在（0，+∞）单调递增，且﹣x1＞0，x2＞0，所以 x2＜﹣x1，所以 x2+x1＜

0． 

19．【答案】（1）
𝑥2

6
+
𝑦2

3
= 1； 

（2）存在点 T 满足条件，此时点 T 的坐标为(0，√3)或(0，− √3)； 

（3）2(√3 + 1)． 

【解答】解：（1）不妨设 M（x0，y0），N（x，y）， 

此时𝑂𝑁
→

= (𝑥，𝑦)，𝑂𝑀
→

= (𝑥0，𝑦0)， 

因为𝑂𝑁
→

= √3𝑂𝑀， 

所以(𝑥，𝑦) = √3(𝑥0，𝑦0)， 

解得𝑥0 =
𝑥
√3
，𝑦0 =

𝑦
√3
， 

因为点 M（x0，y0）在椭圆 C 上， 

所以
𝑥0
2

2
+ 𝑦

0

2 = 1， 

整理得
𝑥2

6
+
𝑦2

3
= 1， 

则点 N 的轨迹 E 的方程为
𝑥2

6
+
𝑦2

3
= 1； 

（2）当两条切线的斜率存在时， 

不妨设过点 T（x0，y0）的切线方程为 y﹣y0＝k（x﹣x0）， 

联立{
𝑦 − 𝑦0 = 𝑘(𝑥 − 𝑥0)

𝑥2

2
+ 𝑦2 = 1

，消去 y 并整理（1+2k2）x2+4k（y0﹣kx0）x+2（y0﹣kx0）2﹣2

＝0， 

此时𝛥 = 8[1 + 2𝑘2 − (𝑦0 − 𝑘𝑥0)
2] = 0， 

整理得(𝑥0
2 − 2)𝑘2 − 2𝑥0𝑦0𝑘 + 𝑦0

2 − 1 = 0， 
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不妨设两条切线的斜率分别为 k1，k2， 

可得𝑘1 ⋅ 𝑘2 =
𝑦0
2−1

𝑥0
2−2

= −1，即𝑥0
2 + 𝑦0

2 = 3， 

因为点 T 在
𝑥0
2

6
+
𝑦0
2

3
= 1上， 

解得 x0＝0，𝑦0 = ±√3， 

此时𝑇(0，√3)或 T(0，−√3)， 

当两条切线的斜率有一条不存在时，此时不符合题意； 

综上得，存在点 T 满足条件，此时点 T 的坐标为(0，√3)或(0，− √3)； 

（3）不妨设 A（x1，y1），B（x2，y2）， 

联立{
𝑦 = 𝑘𝑥 +𝑚

𝑥2

6
+
𝑦2

3
= 1

，消去 y 并整理得（1+2k2）x2+4kmx+2m2﹣6＝0， 

此时Δ＝16k2m2﹣4（1+2k2）（2m2﹣6）＝8（6k2+3﹣m2）＞0， 

解得 m2＜3+6k2， 

由韦达定理得𝑥1 + 𝑥2 = −
4𝑘𝑚

1+2𝑘
2，𝑥1𝑥2 =

2𝑚2−6

1+2𝑘
2， 

所以|𝑥1 − 𝑥2| =
2√2√6𝑘

2
+3−𝑚2

1+2𝑘
2 ， 

因为直线 y＝kx+m 与 y 轴交点的坐标为（0，m）， 

所 以 △ OAB 的 面 积 𝑆0 =
1
2
|𝑚| ⋅ |𝑥1 − 𝑥2| =

√2√6𝑘
2
+3−𝑚2|𝑚|

1+2𝑘
2 =

√2√(6𝑘
2
+3−𝑚2)⋅𝑚2

1+2𝑘
2 =

√2√(3 −
𝑚2

1+2𝑘
2) ⋅

𝑚2

1+2𝑘
2， 

联立{
𝑦 = 𝑘𝑥 +𝑚

𝑥2

2
+ 𝑦2 = 1

，消去 y 并整理得（1+2k2）x2+4kmx+2m2﹣2＝0， 

此时Δ＝8（1+2k2﹣m2）≥0， 

解得 m2≤1+2k2， 

不妨令
𝑚2

1+2𝑘2
= 𝑡， 

因为 m2＜3+6k2，m2≤1+2k2， 

所以 0＜t≤1， 

此时𝑆0 = √2√(3 − 𝑡)𝑡 = √2√−𝑡2 + 3𝑡， 
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则 S0≤2， 

当且仅当 t＝1，即 m2＝1+2k2 时，S0 取得最大值，最大值为 2， 

因为𝑂𝑃
→

= √3𝑂𝑀
→

， 

所以△ABP 的面积𝑆1 = (√3 − 1)𝑆0， 

易知△ABQ 面积 S2＝2S0， 

则四边形 APBQ 的面积𝑆 = 𝑆1 + 𝑆2 = (√3 + 1)𝑆0， 

故四边形 APBQ 面积的最大值为2(√3 + 1)． 


