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2023-2024 学年江苏省无锡市市北高级中学高二（上）期初数学试卷 

一、单项选择题（本大题共 8 小题，每小题 5 分，共计 40 分，在每小题给出的四个选项中，只有一个是

符合题目要求的，请把答案填涂在答题卡相应位置上） 

1．（5 分）若复数 z 满足 i•z＝3﹣4i，则|z|＝（  ） 

A．1 B．5 C．7 D．25 

2．（5 分）设 α，β 为两个不同的平面，m，n 为两条不同的直线，下列命题正确的是（  ） 

A．若 m∥n，n⊂α，则 m∥α  

B．若 m∥α，n∥β，m∥n，则 α∥β  

C．若 m⊥β，n∥β，则 m⊥n  

D．若 α⊥β，α∩β＝m，n⊥m，则 n⊥α 

3．（5 分）若圆锥的母线长为 ，侧面展开图的面积为 6π，则该圆锥的体积是（  ） 

A．  B．3π C．  D．9π 

4．（5 分）若 ， ， 是空间三个单位向量， ， 夹角为 60°， ， ，则

＝（  ） 

A．30° B．60° C．90° D．120° 

5．（5 分）三星堆古遗址作为“长江文明之源“，被誉为人类最伟大的考古发现之一.3 号坑发现的神树纹

玉琮，为今人研究古蜀社会中神树的意义提供了重要依据．玉琮是古人用于祭祀的礼器，有学者认为其

外方内圆的构造，契合了古代“天圆地方”观念，是天地合一的体现，如图，假定某玉琮形状对称，由

一个空心圆柱及正方体构成，且圆柱的外侧面内切于正方体的侧面，圆柱的高为 12cm，圆柱底面外圆

周和正方体的各个顶点均在球 O 上，则球 O 的表面积为（  ） 

 

A．72πcm2 B．162πcm2 C．216πcm2 D．288πcm2 

6．（5 分）P 是△ABC 所在平面上一点，满足| |﹣| |＝0，则△ABC 的形状是（  ） 

A．等腰直角三角形 B．直角三角形  

C．等腰三角形 D．等边三角形 
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7．（5 分）在△ABC 中，AB＝2AC＝2，P，Q 为线段 BC 上的点，且 ．若 ，则∠BAC

＝（  ） 

A．150° B．120° C．60° D．30° 

8．（5 分）在锐角△ABC 中，角 A，B，C 的对边分别为 a，b，c，且满足 c﹣b＝2bcosA．若 λsinA﹣cos（C

﹣B）＜2 恒成立，则实数 λ 的取值范围为（  ） 

A．  B．  C．  D．  

二、多项选择题（本大题共 4 小题，每小题 5 分，共计 20 分，在每小题给出的四个选项中，至少有两个

是符合题目要求的，请把答案填涂在答题卡相应位置上） 

（多选）9．（5 分）下面四个命题中的真命题为（  ） 

A．若复数 z 满足 ∈R，则 z∈R  

B．若复数 z 满足 z2∈R，则 z∈R  

C．若复数 z1，z2 满足 z1z2∈R，则 z1＝   

D．若复数 z∈R，则 ∈R 

（多选）10．（5 分）下列选项中正确的是（  ） 

A．设向量 ， ，若 ， 共线，则 x＝±2  

B．已知点 O（0，0），向量 ，点 P 是线段 AB 的三等分点，则点 P 的坐标

是（2，2），（3，0）  

C．若 ， ，则 在 方向上的投影向量的坐标为   

D．若平面向量 ， 满足 ，则 的最大值是 5 

（多选）11．（5 分）如图，在四棱锥 P﹣ABCD 中，PD⊥底面 ABCD，四边形 ABCD 是边长为 1 的菱形，

且∠ADC＝120°，PD＝AD，则（  ） 

 

A．  B．   
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C．  D．  

（多选）12．（5 分）已知某多面体的平面展开图如图所示，每个面都是边长为 2 的正三角形，则下列结论

正确的是（  ） 

 

A．该多面体的体积为   

B．该多面体的外接球的表面积为 8π  

C．该多面体的内切球的体积为 π  

D．该多面体的表面积为 8 

三、填空题（本大题共 4 小题，每小题 5 分，共计 20 分．请把答案写在答题卡相应位置上） 

13 ．（ 5 分 ） 已 知 向 量 ， ， 若 ， 则 cos2θ

＝                   ． 

14．（5 分）已知 A、B、C 三点共线，则对空间任一点 O，存在三个不为零的实数 λ、m、n 使 λ +m +n

＝ ，那么 λ+m+n 的值等于     ． 

15．（5 分）中华人民共和国国歌有 84 个字，37 小节，奏唱需要 45 秒，某校周一举行升旗仪式，旗杆正

好处在坡度 15°的看台的某一列的正前方，从这一列的第一排和最后一排测得旗杆顶部的仰角分别为

60°和 30°，第一排和最后一排的距离为 米如图所示，旗杆底部与第一排在同一个水平面上，

要使国歌结束时国旗刚好升到旗杆顶部，升旗手升旗的速度应为                     米/秒． 

 

16 ．（ 5 分 ） 已 知 直 三 棱 柱 ABC ﹣ A1B1C1 的 6 个 顶 点 都 在 球 O 的 表 面 上 ， 若



 

师书邦（江苏题库）www.shishubang.com 教师备课和学生学习的资源平台！ 

4 
 

，则球 O 的体积为                     ． 

四、解答题（本大题共 6 小题，共计 70 分．请在答题卡指定区域内作答，解答时应写出文字说明、证明

过程或演算步骤．） 

17．（10 分）如图，在△ABC 中，已知| |＝2，| |＝6 ，∠BAC＝45°，BC，AC 边上的两条中线 AM，

BN 相交于点 P． 

（1）求| |； 

（2）求∠MPN 的余弦值． 

 

18．（12 分）如图，在平行六面体 ABCD﹣A1B1C1D1 中，以顶点 A 为端点的三条棱长都是 1，且它们彼此

的夹角都是 60°，M 为 A1C1 与 B1D1 的交点．已知 ＝ ， ＝ ， ＝ ． 

（1）用 ， ， 表示 ； 

（2）求对角线 AC1 的长； 

（3）求 cos＜ ， ＞． 

 

19．（12 分）如图，在四棱锥 P﹣ABCD 中，PA⊥平面 ABCD，底面 ABCD 是菱形，点 O 是对角线 AC 与

BD 的交点，AB＝2，∠BAD＝60°，M 是 PD 的中点． 

（Ⅰ）求证：OM∥平面 PAB； 

（Ⅱ）平面 PBD⊥平面 PAC； 

（Ⅲ）当三棱锥 C﹣PBD 的体积等于 时，求 PA 的长． 
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20．（12 分）已知△ABC 的内角 A，B，C 所对的边分别为 a，b，c，且 ． 

（1）求 cosA； 

（2）若△ABC 的面积为 为内角 A 的角平分线，交 BC 边于点 D，求线段 AD 长的最大值． 

21．（12 分）杭州市为迎接 2022 的亚运会，规划公路自行车比赛赛道，该赛道的平面示意图为如图的五边

形 ABCDE，运动员的公路自行车比赛中如出现故障，可以从本队的器材车、公共器材车上或收容车上

获得帮助．比赛期间，修理或更换车轮或赛车等，也可在固定修车点上进行．还需要运送一些补给物品，

例如食物、饮料、工具和配件．所以项目设计需要预留出 BD，BE 为赛道内的两条服务通道（不考虑宽

度），ED，DC，CB，BA，AE 为赛道，∠BCD＝∠BAE＝ ，∠CBD＝ ，CD＝2 km，DE＝8km． 

（1）从以下两个条件中任选一个条件，求服务通道 BE 的长度； 

①∠CDE＝ ；②cos∠DBE＝ ． 

（2）在（1）的条件下，应该如何设计，才能使折线赛道 BAE 最长（即 BA+AE 最大），最长值为多少？ 

 

22．（12 分）已知向量 ＝（cos ，sin ）， ＝（cos ，﹣sin ），函数 f（x）＝ ﹣m| |+1，x∈[﹣

， ]，x∈R． 

（1）若| |＝ ，求实数 x 的值； 

（2）若 f（x）的最小值为﹣1，求实数 m 的值； 

（3）是否存在实数 m，使函数 ， 有四个不同的零点？若存在，

求出 m 的取值范围；若不存在，请说明理由． 
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2023-2024 学年江苏省无锡市市北高级中学高二（上）期初数学试卷 

参考答案与试题解析 

一、单项选择题（本大题共 8 小题，每小题 5 分，共计 40 分，在每小题给出的四个选项中，只有一个是

符合题目要求的，请把答案填涂在答题卡相应位置上） 

1．（5 分）若复数 z 满足 i•z＝3﹣4i，则|z|＝（  ） 

A．1 B．5 C．7 D．25 

【答案】B 

【分析】把已知等式变形，再由商的模等于模的商求解． 

【解答】解：由 i•z＝3﹣4i，得 z＝ ， 

∴|z|＝| |＝ ＝ ． 

故选：B． 

2．（5 分）设 α，β 为两个不同的平面，m，n 为两条不同的直线，下列命题正确的是（  ） 

A．若 m∥n，n⊂α，则 m∥α  

B．若 m∥α，n∥β，m∥n，则 α∥β  

C．若 m⊥β，n∥β，则 m⊥n  

D．若 α⊥β，α∩β＝m，n⊥m，则 n⊥α 

【答案】C 

【分析】对于 A，m∥α 或 m⊂α；对于 B，α 与 β 相交或平行；对于 C，由线面垂直的性质和线面平行

的性质得 m⊥n；对于 D，n 与 α 相交、平行或 n⊂α． 

【解答】解：α，β 为两个不同的平面，m，n 为两条不同的直线， 

对于 A，若 m∥n，n⊂α，则 m∥α 或 m⊂α，故 A 错误； 

对于 B，若 m∥α，n∥β，m∥n，则 α 与 β 相交或平行，故 B 错误； 

对于 C，若 m⊥β，n∥β，则由线面垂直的性质和线面平行的性质得 m⊥n，故 C 正确； 

对于 D，若 α⊥β，α∩β＝m，n⊥m，则 n 与 α 相交、平行或 n⊂α，故 D 错误． 

故选：C． 

3．（5 分）若圆锥的母线长为 ，侧面展开图的面积为 6π，则该圆锥的体积是（  ） 

A．  B．3π C．  D．9π 
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【答案】B 

【分析】求出圆锥的底面圆半径，再求出圆锥的高和体积． 

【解答】解：设圆锥的底面圆半径为 r，因为母线长为 ， 

所以侧面展开图的面积为 πr×2 ＝6π， 

解得 r＝ ， 

所以圆锥的高为 h＝ ＝3， 

所以圆锥的体积是 V＝ π× ×3＝3π． 

故选：B． 

4．（5 分）若 ， ， 是空间三个单位向量， ， 夹角为 60°， ， ，则

＝（  ） 

A．30° B．60° C．90° D．120° 

【答案】D 

【分析】根据模长转化为数量积，再根据单位向量求模根据夹角计算数量积，进而求出夹角余弦，结合

向量夹角范围求解即可． 

【解答】解：∵ ， 

∴ ， 

因为 ， ， 是空间三个单位向量，∴ ， 

∴ ， 

因为 ， 夹角为 60°， ， ， 

∴ ，∴ ， 

又＜ ＞∈[0°，180°]，∴ ． 

故选：D． 

5．（5 分）三星堆古遗址作为“长江文明之源“，被誉为人类最伟大的考古发现之一.3 号坑发现的神树纹

玉琮，为今人研究古蜀社会中神树的意义提供了重要依据．玉琮是古人用于祭祀的礼器，有学者认为其

外方内圆的构造，契合了古代“天圆地方”观念，是天地合一的体现，如图，假定某玉琮形状对称，由

一个空心圆柱及正方体构成，且圆柱的外侧面内切于正方体的侧面，圆柱的高为 12cm，圆柱底面外圆
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周和正方体的各个顶点均在球 O 上，则球 O 的表面积为（  ） 

 

A．72πcm2 B．162πcm2 C．216πcm2 D．288πcm2 

【答案】C 

【分析】根据题意可知正方体的体对角线即是外接球的直径，又因圆柱的外侧面内切于正方体的侧面，

可利用勾股定理得出正方体棱长，继而求出球的表面积． 

【解答】解：不妨设正方体的棱长为 2a，球 O 的半径为 R，则圆柱的底面半径为 a， 

因为正方体的体对角线即为球 O 直径，故 ， 

利用勾股定理得：62+a2＝R2＝3a2，解得 a2＝18，球的表面积为 S＝4πR2＝4π×3×18＝216π． 

故选：C． 

6．（5 分）P 是△ABC 所在平面上一点，满足| |﹣| |＝0，则△ABC 的形状是（  ） 

A．等腰直角三角形 B．直角三角形  

C．等腰三角形 D．等边三角形 

【答案】B 

【分析】根据平面向量的线性运算与模长公式，可以得出 • ＝0，即 ⊥ ，△ABC 是直角三角

形． 

【解答】解：P 是△ABC 所在平面上一点，且| |﹣| |＝0， 

∴| |﹣|（ ﹣ ）+（ ﹣ ）|＝0， 

即| |＝| + |， 

∴| ﹣ |＝| + |， 

两边平方并化简得 • ＝0， 

∴ ⊥ ， 

∴∠A＝90°， 
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则△ABC 是直角三角形． 

故选：B． 

7．（5 分）在△ABC 中，AB＝2AC＝2，P，Q 为线段 BC 上的点，且 ．若 ，则∠BAC

＝（  ） 

A．150° B．120° C．60° D．30° 

【答案】B 

【分析】由平面向量数量积的运算，结合平面向量的夹角的运算求解即可． 

【解答】解：在△ABC 中，AB＝2AC＝2，P，Q 为线段 BC 上的点，且 ， 

∵ ， 

∴ ， 

∴ ， 

∴ ， 

∴ ， 

∴ ， 

∴ ， 

∴ ， 

∴cosA＝ ， 

即∠BAC＝120°， 

故选：B． 

8．（5 分）在锐角△ABC 中，角 A，B，C 的对边分别为 a，b，c，且满足 c﹣b＝2bcosA．若 λsinA﹣cos（C

﹣B）＜2 恒成立，则实数 λ 的取值范围为（  ） 

A．  B．  C．  D．  

【答案】C 

【分析】由 c﹣b＝2bcosA 可得 A＝2B，从而有 C＝π﹣3B，由不等式 λsinA﹣cos（C﹣B）＜2 恒成立，

可得 2sin22B﹣λsin2B+1＞0 恒成立，其中 B∈（ ， ），设 t＝sin2B，t∈（ ，1），则有 2t2﹣λt+1
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＞0 在 t∈（ ，1）上恒成立，结合二次函数的性质，列出不等式组求解即可． 

【解答】解：因为 c﹣b＝2bcosA， 

所以 sinC﹣sinB＝2sinBcosA， 

即有 sinAcosB+cosAsinB﹣sinB＝2sinBcosA， 

所以 sinAcosB﹣sinB＝sinBcosA， 

sinAcosB﹣sinBcosA＝sinB， 

sin（A﹣B）＝sinB， 

又因为 A，B，C 均为锐角， 

所以 A﹣B∈（﹣ ， ）， 

所以 A﹣B＝B，A＝2B， 

C＝π﹣A﹣B＝π﹣3B， 

所以 cos（C﹣B）＝cos（π﹣4B）＝﹣cos4B＝﹣（1﹣2sin22B）＝2sin22B﹣1， 

因为 ，所以 ＜B＜ ， 

又因为 λsinA﹣cos（C﹣B）＜2 恒成立， 

即 λsin2B﹣（2sin22B﹣1）＜2⇔﹣2sin22B+λsin2B+1＜2⇔2sin22B﹣λsin2B+1＞0 恒成立，其中 B∈（ ，

）， 

因为 B∈（ ， ），所以 2B∈（ ， ），sin2B∈（ ，1）， 

设 t＝sin2B，t∈（ ，1）， 

则有 2t2﹣λt+1＞0 在 t∈（ ，1）上恒成立， 

由二次函数的性质可得： 

或 ， 

解得 λ≤ ． 
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故选：C． 

二、多项选择题（本大题共 4 小题，每小题 5 分，共计 20 分，在每小题给出的四个选项中，至少有两个

是符合题目要求的，请把答案填涂在答题卡相应位置上） 

（多选）9．（5 分）下面四个命题中的真命题为（  ） 

A．若复数 z 满足 ∈R，则 z∈R  

B．若复数 z 满足 z2∈R，则 z∈R  

C．若复数 z1，z2 满足 z1z2∈R，则 z1＝   

D．若复数 z∈R，则 ∈R 

【答案】AD 

【分析】根据复数的分类，有复数性质，逐一分析给定四个命题的真假，可得答案． 

【解答】解：若复数 z 满足 ∈R，则 z∈R，故命题 A 为真命题； 

复数 z＝i 满足 z2＝﹣1∈R，则 z∉R，故命题 B 为假命题； 

若复数 z1＝i，z2＝2i 满足 z1z2∈R，但 z1≠ ，故命题 C 为假命题； 

若复数 z∈R，则 ＝z∈R，故命题 D 为真命题． 

故选：AD． 

（多选）10．（5 分）下列选项中正确的是（  ） 

A．设向量 ， ，若 ， 共线，则 x＝±2  

B．已知点 O（0，0），向量 ，点 P 是线段 AB 的三等分点，则点 P 的坐标

是（2，2），（3，0）  

C．若 ， ，则 在 方向上的投影向量的坐标为   

D．若平面向量 ， 满足 ，则 的最大值是 5 

【答案】ACD 

【分析】根据向量共线的坐标公式、数乘的几何意义、投影向量的计算以及数量积的运算律，可得答案． 

【解答】解：对于 A，由 共线，得 1×3﹣（x﹣1）（x+1）＝0，解得 x＝±2，故 A 正确； 

对于 B，由向量 ， ，得 ， 

设 P（x，y），则 ， 
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由 P 是线段 AB 的三等分点，则 或 ， 

可得 或 ，解得（2，2）或（3，1），故 B 错误； 

对于 C，设 与 的夹角为 θ， 

在 方向上的投影向量 ＝ ＝（ ），故 C 正确； 

对于 D， ，设 与 的夹角为 θ，由 ， 

可得 ， 

当 cosθ＝﹣1 时， 取得最大值为 5，故 D 正确． 

故选：ACD． 

（多选）11．（5 分）如图，在四棱锥 P﹣ABCD 中，PD⊥底面 ABCD，四边形 ABCD 是边长为 1 的菱形，

且∠ADC＝120°，PD＝AD，则（  ） 

 

A．  B．   

C．  D．  

【答案】BD 

【分析】利用数量积的定义和运算律，结合图形，即可求解． 

【解答】解：因为 PD⊥底面 ABCD，所以 PD 垂直于平面 ABCD 内的任何一条直线， 

因为四边形 ABCD 是边长为 1 的菱形，且∠ADC＝120°，所以△ABD 和△BCD 是等边三角形， 

A． ，故 A 错误； 

B． ，故 B 正确； 

C．  
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＝ ，故 C 错误； 

D．  

＝ ，故 D 正确． 

故选：BD． 

（多选）12．（5 分）已知某多面体的平面展开图如图所示，每个面都是边长为 2 的正三角形，则下列结论

正确的是（  ） 

 

A．该多面体的体积为   

B．该多面体的外接球的表面积为 8π  

C．该多面体的内切球的体积为 π  

D．该多面体的表面积为 8 

【答案】ABC 

【分析】根据条件，可知该几何体是每个面都是正三角形的正八面体，然后依次判断各个选项即可． 

【解答】解：如图所示，该多面体是每个面都是正三角形的正八面体， 

其中四棱锥 P﹣ABCD 和四棱锥 Q﹣ABCD 都是正四棱锥， 

所以四边形 ABCD 是正方体，且 PO⊥平面 ABCD， 

V 八面体＝2VP﹣ABCD＝  

＝ ＝ ，故 A 正确； 

连接 AB，CD，PQ，三条直线相交于点 O， 

因为 ， 

所以 O 为正八面体的外接球球心，且外接球的半径为 ， 

故 ．故 B 正确； 

正八面体内切球的半径即点 O 到平面 ABP 的距离，设为 r， 



 

师书邦（江苏题库）www.shishubang.com 教师备课和学生学习的资源平台！ 

15 
 

则 ，解得 ， 

故 ，故 C 正确； 

，故 D 错误． 

故选：ABC． 

 

三、填空题（本大题共 4 小题，每小题 5 分，共计 20 分．请把答案写在答题卡相应位置上） 

13．（5 分）已知向量 ， ，若 ，则 cos2θ＝  ． 

【答案】 ． 

【分析】根据平面向量垂直的性质，结合平面向量数量积的坐标表示公式、降幂公式进行求解即可． 

【解答】解：因为 ， 

所以 ． 

故答案为： ． 

14．（5 分）已知 A、B、C 三点共线，则对空间任一点 O，存在三个不为零的实数 λ、m、n 使 λ +m +n

＝ ，那么 λ+m+n 的值等于 0 ． 

【答案】见试题解答内容 

【分析】根据向量共线的条件，存在实数 k，使得 ＝k ．由此化简得 ﹣（k+1） +k ＝ ，再

与已知等式比较系数，结合讨论即可得到 λ+m+n 的值为 0． 
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【解答】解：∵A、B、C 三点共线，∴存在实数 k，使得 ＝k  

∵ ＝ ﹣ ， ＝ ﹣  

∴ ﹣ ＝k（ ﹣ ），化简整理得： ﹣（k+1） +k ＝  

∵λ +m +n ＝ ， 

∴①当 k＝﹣1 时，比较系数得：m＝0 且 λ＝﹣n，所以 λ+m+n＝0 

②当 k≠﹣1 时，可得 ，得 m＝（﹣k﹣1）λ，n＝kλ 

由此可得：λ+m+n＝λ+（﹣k﹣1）λ+kλ＝0 

综上所述，λ+m+n 的值为 0 

故答案为：0 

15．（5 分）中华人民共和国国歌有 84 个字，37 小节，奏唱需要 45 秒，某校周一举行升旗仪式，旗杆正

好处在坡度 15°的看台的某一列的正前方，从这一列的第一排和最后一排测得旗杆顶部的仰角分别为

60°和 30°，第一排和最后一排的距离为 米如图所示，旗杆底部与第一排在同一个水平面上，

要使国歌结束时国旗刚好升到旗杆顶部，升旗手升旗的速度应为   米/秒． 

 

【答案】 ． 

【分析】根据题意求得角，利用正弦定理求得边长，再根据直角三角形边角关系求出旗杆的高度即可求

解． 

【解答】解：依题意知∠AEC＝45°，∠ACE＝180°﹣60°﹣15°＝105°， 

所以∠EAC＝180°﹣45°﹣105°＝30°， 

由正弦定理知 ， 

所以 ， 

所以在 Rt△ABC 中， ， 
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因为国歌奏唱需要 45s，所以升旗手升旗的速度应为 ． 

故答案为： ． 

16 ．（ 5 分 ） 已 知 直 三 棱 柱 ABC ﹣ A1B1C1 的 6 个 顶 点 都 在 球 O 的 表 面 上 ， 若

，则球 O 的体积为   ． 

【答案】 ． 

【分析】根据正余弦定理可得△ABC 的外接圆半径，然后根据球的性质结合条件可得球的半径，再利

用球的体积公式求解． 

【解答】解：在△ABC 中，由 AB＝AC＝1， ， 

得 BC2＝AB2+AC2﹣2AB•AC•cos∠BAC＝ ， 

即 ，∴△ABC 的外接圆半径为 ， 

在直三棱柱 ABC﹣A1B1C1 中， ， 

设球 O 的半径为 R，则 ， 

因此球 O 的体积为 ． 

故答案为： ． 

四、解答题（本大题共 6 小题，共计 70 分．请在答题卡指定区域内作答，解答时应写出文字说明、证明

过程或演算步骤．） 

17．（10 分）如图，在△ABC 中，已知| |＝2，| |＝6 ，∠BAC＝45°，BC，AC 边上的两条中线 AM，

BN 相交于点 P． 

（1）求| |； 

（2）求∠MPN 的余弦值． 

 

【答案】见试题解答内容 
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【分析】（1）由条件可得， ，两边平方，并结合向量的数量积公式，即可求解． 

（2）∠MPN 与 的夹角相等，再结合向量的夹角公式，即可求解． 

【解答】解：（1）∵M 为 BC 的中点， 

∴ ＝ ＝ ＝ ， 

∴ ＝ ＝ + •cos∠BAC， 

∵| |＝2，| |＝6 ，∠BAC＝45°， 

∴ ＝25， 

∴ ． 

（2）∵N 为 AC 的中点， 

∴ ， 

∵ ， 

∴ ＝ ＝ ＝

， 

| |＝ ＝ ， 

cos ＝ ＝ ， 

∠MPN 与 的夹角相等， 

则∠MPN 的余弦值为 ． 

18．（12 分）如图，在平行六面体 ABCD﹣A1B1C1D1 中，以顶点 A 为端点的三条棱长都是 1，且它们彼此

的夹角都是 60°，M 为 A1C1 与 B1D1 的交点．已知 ＝ ， ＝ ， ＝ ． 

（1）用 ， ， 表示 ； 

（2）求对角线 AC1 的长； 

（3）求 cos＜ ， ＞． 
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【答案】（1） ＝﹣ + + ； 

（2） ； 

（3） ． 

【分析】（1）根据已知条件，结合空间向量的线性运算，即可求解． 

（2）利用向量 ＝ + + ，可求对角线 AC1 的长； 

（3）利用向量的夹角公式可求异面直线 与 夹角的余弦值． 

【解答】解：（1）如图，连接 A1B，AC． 

 

因为 ＝ ， ＝ ， ＝ ．在△A1AB 中，根据向量减法法则可得 ＝ ﹣ ＝ ﹣ ， 

 因为底面 ABCD 是平行四边形，所以 ＝ + ， 

因为 AC∥A1C1 且|AC|＝|A1C1|，所以 ＝ + ， 

又因为 M 为线段 A1C1 的中点，所以 ＝ ＝ （ + ）． 

在△A1MB 中， ＝ + ＝ ﹣ + （ + ）＝﹣ + + ； 

（2）因为以顶点 A 为端点的三条棱长都是 1，且它们彼此的夹角都是 60°， 

所以 • ＝| |•| |cos60°＝ ， • ＝| |•| |cos60°＝ ， • ＝| |•| |cos60°＝ ， 

由（1）可知 ＝ + ，所以在平行四边形 AA1CC1 中， 

＝ + ＝ + + ．则 ＝（ + + ）2＝ + + +2 • +2 • +2 • ＝1+1+1+2
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× +2× +2× ＝6， 

所以 ．故对角线 AC1 的长为 ； 

（3）因为 ＝ + + ． ＝ ， 

所以 cos＜ ， ＞＝ ＝ ＝ ＝ ． 

19．（12 分）如图，在四棱锥 P﹣ABCD 中，PA⊥平面 ABCD，底面 ABCD 是菱形，点 O 是对角线 AC 与

BD 的交点，AB＝2，∠BAD＝60°，M 是 PD 的中点． 

（Ⅰ）求证：OM∥平面 PAB； 

（Ⅱ）平面 PBD⊥平面 PAC； 

（Ⅲ）当三棱锥 C﹣PBD 的体积等于 时，求 PA 的长． 

 

【答案】见试题解答内容 

【分析】（I）由中位线定理可知 OM∥PB，故而 OM∥平面 PAB； 

（II）由菱形的性质得 BD⊥AC，由 PA⊥平面 ABCD 得 BD⊥PA，故 BD⊥平面 PAC，于是平面 PBD⊥

平面 PAC； 

（III）根据 VC﹣PBD＝VP﹣BCD，计算出 S△BCD 代入体积公式得出棱锥的高 PA． 

【解答】证明：（Ⅰ）在△PBD 中，因为 O，M 分别是 BD，PD 的中点 

所以 OM∥PB．又 OM⊄平面 PAB，PB⊂平面 PAB， 

所以 OM∥平面 PAB． 

（Ⅱ）因为底面 ABCD 是菱形， 

所以 BD⊥AC． 

因为 PA⊥平面 ABCD，BD⊂平面 ABCD， 

所以 PA⊥BD．又 AC∩PA＝A， 
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所以 BD⊥平面 PAC． 

又 BD⊂平面 PBD， 

所以平面 PBD⊥平面 PAC． 

解：（Ⅲ）因为底面 ABCD 是菱形，且 AB＝2，∠BAD＝60°， 

所以 S△BCD＝ ． 

又 VC﹣PBD＝VP﹣BCD，三棱锥 P﹣BCD 的高为 PA， 

所以 ， 

解得 ． 

 

20．（12 分）已知△ABC 的内角 A，B，C 所对的边分别为 a，b，c，且 ． 

（1）求 cosA； 

（2）若△ABC 的面积为 为内角 A 的角平分线，交 BC 边于点 D，求线段 AD 长的最大值． 

【答案】（1） ；（2） ． 

【分析】（1）根据题设条件，利用正弦定理可得 ，再由余弦定理即可得解； 

（ 2 ） 根 据 面 积 公 式 可 得 bc ＝ 8 ， 再 求 出 ， 利 用

，可得 ，再由基本不等式可得解． 

【解答】解：（1）因为 ， 

所以由正弦定理，得 ，即 ， 

故 ． 

（2）由（1）知， ， 
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又△ABC 的面积为 ， 

则 ，可得 bc＝8， 

又因为 ， 

所以 ， 

于是 ， 

那么 ， 

所以 （当且仅当 时等号成立）， 

故 AD 的最大值为 ． 

 

21．（12 分）杭州市为迎接 2022 的亚运会，规划公路自行车比赛赛道，该赛道的平面示意图为如图的五边

形 ABCDE，运动员的公路自行车比赛中如出现故障，可以从本队的器材车、公共器材车上或收容车上

获得帮助．比赛期间，修理或更换车轮或赛车等，也可在固定修车点上进行．还需要运送一些补给物品，

例如食物、饮料、工具和配件．所以项目设计需要预留出 BD，BE 为赛道内的两条服务通道（不考虑宽

度），ED，DC，CB，BA，AE 为赛道，∠BCD＝∠BAE＝ ，∠CBD＝ ，CD＝2 km，DE＝8km． 

（1）从以下两个条件中任选一个条件，求服务通道 BE 的长度； 

①∠CDE＝ ；②cos∠DBE＝ ． 

（2）在（1）的条件下，应该如何设计，才能使折线赛道 BAE 最长（即 BA+AE 最大），最长值为多少？ 

 

【答案】见试题解答内容 

【分析】（1）选择①，由正弦定理求出 BD，利用勾股定理求解角 BE． 
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选择②由正弦定理求解 BD，在△BDE 中，由余弦定理求出 BE 即可． 

（2）在△ABE 中，由余弦定理，结合基本不等式求解即可． 

【 解 答 】（ 1 ） 解 ： 选 择 ① ， 在 △ BCD 中 ， 由 正 弦 定 理 ：

， 

又 ，所以 ， 

在 Rt△BDE 中， ； 

选择② ，在△BCD 中，由正弦定理： ， 

在△BDE 中，由余弦定理：  

即：5BE2﹣36BE﹣140＝0，解得 BE＝10（负值舍去） 

（2）解：在△ABE 中，由余弦定理： ，

， 

当 时取等号．故 时，折线赛道 BAE 最长，最长值为 ． 

22．（12 分）已知向量 ＝（cos ，sin ）， ＝（cos ，﹣sin ），函数 f（x）＝ ﹣m| |+1，x∈[﹣

， ]，x∈R． 

（1）若| |＝ ，求实数 x 的值； 

（2）若 f（x）的最小值为﹣1，求实数 m 的值； 

（3）是否存在实数 m，使函数 ， 有四个不同的零点？若存在，

求出 m 的取值范围；若不存在，请说明理由． 

【答案】（1） ；（2） ；（3）不存在满足题意的实数 m． 

【分析】（1）根据 ，得到 ，然后利用向量数量积的坐标运算，求出实数 x 的

值； 

（2）根据题意，化简得到函数 f（x）＝2cos2x﹣2mcosx，然后根据函数最小值为﹣1，求出实数 m 的值； 
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（3）通过令 ，求解得出 或 ，进一步判断是否存在四个不同的零

点． 

【解答】解：（1）∵ ，∴ ，即 ， 

又 ， 

∴ ， ， 

∴2+2cos2x＝3，∴ ， 

又 ，∴ ， 

解得 ． 

（2）∵ ， 

， 

∴ ＝ ， 

又 ，∴ ． 

∴f（x）＝cos2x﹣2mcosx+1＝2cos2x﹣2mcosx， 

令 ，则 y＝2t2﹣2mt， 

∵ymin＝﹣1，对称轴为 ， 

①当 ，即 时， 

当 时， ，∴ ，舍去， 

②当 ，即 时， 

当 时， ，∴ ， 

③当 ，即 m＞2 时， 

当 t＝1 时，ymin＝2﹣2m＝﹣1，∴ ，舍去， 

综上， ． 
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（3）令 ，则 ， 

∴ 或 ，∵y＝g（x）， 有四个不同的零点， 

∴方程 和 在 上共有四个不同的实根， 

∴ ，∴ ，无解． 

∴不存在实数 m，使函数 ， 有四个不同的零点． 
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