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2024 年江苏省扬州中学、盐城中学、淮阴中学、丹阳中学四校高考数学调

研试卷 

一、单项选择题：本大题共 8 个小题，每小题 5 分，共 40 分.在每小题给出的四个选项中，只有一项是符

合题目要求的。 

1．（5 分）若（1+i）（1﹣z）＝1（i 为虚数单位），则复数 z 的模为（  ） 

A．1 B．  C．  D．2 

2．（5 分）记 Sn 为等比数列{an}的前 n 项和．若 S2＝4，S4＝6，则 S6＝（  ） 

A．7 B．8 C．9 D．10 

3．（5 分）将座位号为 1，2，3，4 的四张电影票全部分给甲、乙两个人，每人至少一张，若分给同一人多

张票，则必须连号，那么不同的分法种数为（  ） 

A．4 B．6 C．7 D．12 

4．（5 分）已知椭圆 的离心率为 ，则 y＝ax2 的焦点坐标为（  ） 

A．  B．  C．  D．  

5．（5 分）要测定古物的年代，可以用放射性碳法：在动植物的体内都含有微量的放射性 14C．动植物死

亡后，停止了新陈代谢，14C 不再产生，且原来的 14C 会自动衰变．经过 5730 年，它的残余量只有原

始量的一半．现用放射性碳法测得某古物中 14C 含量占原来的 ，推算该古物约是 m 年前的遗物（参考

数据：（lg2）
﹣1≈3.3219），则实数 m 的值为（  ） 

A．12302 B．13304 C．23004 D．24034 

6．（5 分）设{an}是公比不为 1 的无穷等比数列，则“{an}为递增数列”是“存在正整数 N0，当 n＞N0 时，

an＞1”的（  ） 

A．充分不必要条件  

B．必要不充分条件  

C．充要条件  

D．既不充分也不必要条件 

7．（5 分）已知菱形 ABCD 的边长为 2，∠ABC＝60°，动点 P 在 BC 边上（包括端点），则 的取值

范围是（  ） 

A．[0，1] B．[﹣1，2] C．[﹣2，2] D．[﹣1，1] 
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8．（5 分）设方程 2x+x+3＝0 和方程 log2x+x+3＝0 的根分别为 p，q，设函数 f（x）＝（x+p）（x+q），则（  ） 

A．f（2）＝f（0）＜f（3） B．f（0）＝f（3）＞f（2）  

C．f（3）＜f（2）＝f（0） D．f（0）＜f（3）＜f（2） 

二、多项选择题：本大题共 3 个小题，每小题 6 分，共 18 分.在每小题给出的四个选项中，有多项符合题

目要求，全部选对的得 6 分，选对但不全的得部分分，有选错的得 0 分。 

（多选）9．（6 分）已知数列{an}满足 ，设数列{an}的前 n 项和

为 Sn，则下列结论正确的是（  ） 

A．数列{an}为等差数列  

B．   

C．数列{（﹣1）nan}的前 10 项和为 30  

D．数列{|an﹣20|}的前 20 项和为 284 

（多选）10．（6 分）设函数 ，则下列结论正确的是（  ） 

A．∀ω∈（0，1），f（x）在 上单调递增  

B．若 ω＝1 且|f（x1）﹣f（x2）|＝2，则|x1﹣x2|min＝π  

C．若|f（x）|＝1 在[0，π]上有且仅有 2 个不同的解，则 ω 的取值范围为   

D．存在 ω∈（0，1），使得 f（x）的图象向左平移 个单位长度后得到的函数为奇函数 

（多选）11．（6 分）如图，在棱长为 1 的正方体 ABCD﹣A1B1C1D1 中，M 为平面 ABCD 内一动点，则（  ） 

 

A．若 M 在线段 AB 上，则 D1M+MC 的最小值为   

B．平面 ACD1 被正方体内切球所截，则截面面积为   

C．若 C1M 与 AB 所成的角为 ，则点 M 的轨迹为椭圆  

D．对于给定的点 M，过 M 有且仅有 3 条直线与直线 D1A，D1C 所成角为 60° 
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三、填空题：本大题共 3 个小题，每小题 5 分，共 15 分。 

12．（5 分）（x﹣2y）5 的展开式中 x2y3 的系数是         ．（用数字作答） 

13．（5 分）有 3 台车床加工同一型号的零件，第 1 台加工的次品率为 6%，第 2、3 台加工的次品率均为

5%，加工出来的零件混放在一起，已知第 1、2、3 台车床加工的零件数分别占总数的 25%，30%，45%，

现从加工出来的零件中任取一个零件，则取到的零件是次品，且是第 2 台车床加工的概率

为                   ． 

14．（5分）已知长方体的表面积为8，所有棱长和为16，则长方体体积的最大值为                     ． 

四、解答题：本大题共 5 小题，共 77 分．解答应写出文字说明、证明过程或演算步骤． 

15．（13 分）如图，在四棱锥 P﹣ABCD 中，底面 ABCD 是边长为 2 的正方形，PA⊥平面 ABCD，PA＝2，

M 是 BC 中点，N 是 PD 中点． 

（1）证明：直线 MN∥平面 PAB； 

（2）若 ，求平面 PCD 与平面 GMN 的夹角的余弦值． 

 

16．（15 分）记△ABC 的内角 A，B，C 的对边分别为 a，b，c，若（a+b+c）（a+b﹣c）＝3，且△ABC 的

面积为 ． 

（1）求角 C； 

（2）若 ，求|CD|的最小值． 

17．（15 分）甲、乙两人进行某棋类比赛，每局比赛时，若决出输赢则获胜方得 2 分，负方得 0 分；若平

局则各得 1 分．已知甲在每局中获胜、平局、负的概率均为 ，且各局比赛结果相互独立． 

（1）若比赛共进行了三局，求甲共得 3 分的概率； 

（2）规定比赛最多进行五局，若一方比另一方多得 4 分则停止比赛，求比赛局数 X 的分布列与数学期

望． 

18．（17 分）已知焦点在 x 轴上，中心在坐标原点的等轴双曲线 E 经过点 ，过点 A 作两条互

相垂直的直线分别交双曲线于 B，C 两点． 
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（1）若△ABC 为等腰直角三角形，求边 BC 所在的直线方程； 

（2）判断原点 O 与△ABC 的外接圆的位置关系，并说明理由． 

19．（17 分）已知函数 f（x）＝2lnx﹣ax2+1（a∈R）． 

（1）讨论函数 f（x）的单调性； 

（2）若存在正数 x，使 f（x）≥0 成立，求 a 的取值范围； 

（ 3）若 0＜ x1＜ x2，证明：对任意 a∈（ 0，+∞），存在唯一的实数 x0∈（ x1， x2），使得

成立． 
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2024 年江苏省扬州中学、盐城中学、淮阴中学、丹阳中学四校高考数学调

研试卷 

参考答案与试题解析 

一、单项选择题：本大题共 8 个小题，每小题 5 分，共 40 分.在每小题给出的四个选项中，只有一项是符

合题目要求的。 

1．（5 分）若（1+i）（1﹣z）＝1（i 为虚数单位），则复数 z 的模为（  ） 

A．1 B．  C．  D．2 

【答案】C 

【分析】利用复数的除法运算求出 z，再利用求模公式计算即可． 

【解答】解：由（1+i）（1﹣z）＝1， 

得 ，即 ， 

所以 ． 

故选：C． 

2．（5 分）记 Sn 为等比数列{an}的前 n 项和．若 S2＝4，S4＝6，则 S6＝（  ） 

A．7 B．8 C．9 D．10 

【答案】A 

【分析】由等比数列的性质得 S2，S4﹣S2，S6﹣S4 成等比数列，从而得到关于 S6 的方程，再求出 S6． 

【解答】解：∵Sn 为等比数列{an}的前 n 项和，S2＝4，S4＝6， 

由等比数列的性质，可知 S2，S4﹣S2，S6﹣S4 成等比数列， 

∴4，2，S6﹣6 成等比数列， 

∴22＝4（S6﹣6），解得 S6＝7． 

故选：A． 

3．（5 分）将座位号为 1，2，3，4 的四张电影票全部分给甲、乙两个人，每人至少一张，若分给同一人多

张票，则必须连号，那么不同的分法种数为（  ） 

A．4 B．6 C．7 D．12 

【答案】B 
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【分析】利用分类加法计数原理，结合排列组合知识求解． 

【解答】解：①当甲分一张票，乙分三张票时，有 2 种不同的分法， 

②当甲分两张票，乙分两张票时，有 2 种不同的分法， 

③当甲分三张票，乙分一张票时，有 2 种不同的分法， 

所以，一共有 2+2+2＝6 种不同的分法． 

故选：B． 

4．（5 分）已知椭圆 的离心率为 ，则 y＝ax2 的焦点坐标为（  ） 

A．  B．  C．  D．  

【答案】D 

【分析】根据椭圆 的离心率为 ，可得 ＝ ，解得 a，进而得出抛物线

y＝ax2 的焦点坐标． 

【解答】解：∵椭圆 的离心率为 ， 

∴ ＝ ，解得 a＝4， 

则 y＝ax2 即 x2＝ y 的焦点坐标为（0， ）． 

故选：D． 

5．（5 分）要测定古物的年代，可以用放射性碳法：在动植物的体内都含有微量的放射性 14C．动植物死

亡后，停止了新陈代谢，14C 不再产生，且原来的 14C 会自动衰变．经过 5730 年，它的残余量只有原

始量的一半．现用放射性碳法测得某古物中 14C 含量占原来的 ，推算该古物约是 m 年前的遗物（参考

数据：（lg2）
﹣1≈3.3219），则实数 m 的值为（  ） 

A．12302 B．13304 C．23004 D．24034 

【答案】B 

【分析】设 14C 每年的衰变率为 P，古物中原 14C 的含量为 a，然后根据半衰期，建立方程，将已知条

件代入取对数，利用对数性质运算即可． 

【解答】解：设 14C 每年的衰变率为 P，古物中原 14C 的含量为 a， 

由半衰期，得 ． 

所以 ，即 ． 



师书邦（江苏题库）www.shishubang.com 教师备课和学生学习的资源平台！ 

7 
 

由题意，知 ，即 ． 

于是 ． 

所以 m≈5730×2.3219≈13304． 

故选：B． 

6．（5 分）设{an}是公比不为 1 的无穷等比数列，则“{an}为递增数列”是“存在正整数 N0，当 n＞N0 时，

an＞1”的（  ） 

A．充分不必要条件  

B．必要不充分条件  

C．充要条件  

D．既不充分也不必要条件 

【答案】B 

【分析】根据题意，利用等比数列的通项与性质，对两个条件进行正反推理论证，可得所求结论． 

【解答】解：根据题意，当{an}为递增数列时，例如 a1＝﹣1，公比 q＝ ，则 ， 

此时{an}各项为负数，不存在正整数 N0，当 n＞N0 时，an＞1，故充分性不成立． 

若存在正整数 N0，当 n＞N0 时，an＞1，则{an}各项为正数，可知首项 a1＞0，公比 q＞0， 

当 q∈（0，1）时，则{an}为递减数列，此时存在正整数 N0，当 n＞N0 时，an＜1，不符合题意； 

当 q∈（1，+∞）时，则{an}为递增数列，必定存在正整数 N0，当 n＞N0 时，an＞1． 

因此，若存在正整数 N0，当 n＞N0 时，an＞1，则可推出{an}为递增数列． 

综上所述，“{an}为递增数列”是“存在正整数 N0，当 n＞N0 时，an＞1”的必要不充分条件． 

故选：B． 

7．（5 分）已知菱形 ABCD 的边长为 2，∠ABC＝60°，动点 P 在 BC 边上（包括端点），则 的取值

范围是（  ） 

A．[0，1] B．[﹣1，2] C．[﹣2，2] D．[﹣1，1] 

【答案】C 

【分析】设 （0≤λ≤1），由平面向量的线性运算和数量积运算可得 ，结合 λ

的范围即可求得． 

【解答】解：由题可得：∠BAD＝2∠ABC＝120°， 
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所以 ＝﹣2， 

因为动点 P 在 BC 边上（包括端点）， 

所以设 （0≤λ≤1）， 

所以 ＝ ， 

所以 ＝ ， 

因为 0≤λ≤1，所以 4λ﹣2∈[﹣2，2]． 

故选：C． 

8．（5 分）设方程 2x+x+3＝0 和方程 log2x+x+3＝0 的根分别为 p，q，设函数 f（x）＝（x+p）（x+q），则（  ） 

A．f（2）＝f（0）＜f（3） B．f（0）＝f（3）＞f（2）  

C．f（3）＜f（2）＝f（0） D．f（0）＜f（3）＜f（2） 

【答案】B 

【分析】作出 y＝2x，y＝﹣x﹣3，y＝log2x 的图象，由函数的对称性可得 ＝﹣ ，结合二次函数性

质即可得解． 

【解答】解：由 2x+x+3＝0，得 2x＝﹣x﹣3，由 log2x+x+3＝0，得 log2x＝﹣x﹣3， 

在同一坐标系中作出 y＝2x，y＝﹣x﹣3，y＝log2x 这 3 个函数图象，如下图所示： 

 

设 y＝2x，y＝﹣x﹣3 交于点 B，y＝﹣x﹣3，y＝log2x 交于点 C， 

由于 y＝2x，y＝log2x，y＝﹣x﹣3 的图象关于直线 y＝x 对称， 

而 y＝﹣x﹣3，y＝x 的交点为 A（﹣ ，﹣ ）， 
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所以 p，q 关于 x＝﹣ 对称，所以 ＝﹣ ， 

又因为函数 f（x）＝（x+p）（x+q）＝x2+（p+q）x+pq 的对称轴为直线 x＝﹣ ，即 x＝ ， 

且二次函数 f（x）的图象是开口向上的抛物线， 

从而 f（0）＝f（3）＞f（2）． 

故选：B． 

二、多项选择题：本大题共 3 个小题，每小题 6 分，共 18 分.在每小题给出的四个选项中，有多项符合题

目要求，全部选对的得 6 分，选对但不全的得部分分，有选错的得 0 分。 

（多选）9．（6 分）已知数列{an}满足 ，设数列{an}的前 n 项和

为 Sn，则下列结论正确的是（  ） 

A．数列{an}为等差数列  

B．   

C．数列{（﹣1）nan}的前 10 项和为 30  

D．数列{|an﹣20|}的前 20 项和为 284 

【答案】AC 

【分析】由数列的递推式可得 an＝3（2n+1），由等差数列的通项公式和求和公式，可判断 AB；推得（﹣

1）nan＝（﹣1）n（6n+3），|an﹣20|＝|6n﹣17|，计算可判断 CD． 

【解答】解：数列{an}满足 ， 

可得 a1＝9，当 n≥2 时，3n﹣1an＝n•3n+1﹣（n﹣1）•3n＝（2n+1）•3n， 

化为 an＝3（2n+1）， 

可得{an}是首项为 9，公差为 6 的等差数列，Sn＝ n（9+6n+3）＝3n2+6n，故 A 正确，B 错误； 

由（﹣1）nan＝（﹣1）n（6n+3），可得数列{（﹣1）nan}的前 10 项和为（﹣9+15）+（﹣21+27）+...+

（﹣57+63）＝5×6＝30，故 C 正确； 

由|an﹣20|＝|6n﹣17|，可得 1≤n≤2 时，an＜20； 

当 3≤n≤20 时，an＞20， 

则数列{|an﹣20|}的前 20 项和为 11+5+（1+7+...+103） 

＝16+ ×18×（1+103）＝952，故 D 错误． 

故选：AC． 
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（多选）10．（6 分）设函数 ，则下列结论正确的是（  ） 

A．∀ω∈（0，1），f（x）在 上单调递增  

B．若 ω＝1 且|f（x1）﹣f（x2）|＝2，则|x1﹣x2|min＝π  

C．若|f（x）|＝1 在[0，π]上有且仅有 2 个不同的解，则 ω 的取值范围为   

D．存在 ω∈（0，1），使得 f（x）的图象向左平移 个单位长度后得到的函数为奇函数 

【答案】ACD 

【分析】A．根据函数的单调性进行判断；B．根据条件得到 f（x1），f（x2）一个是最大值，一个是最

小值，利用三角函数的对称性进行判断即可；C．求出角的范围，作出函数图象，数形结合进行判断；

D．求出 g（x）的解析式，根据 g（x）是奇函数，求出 ω 的值，进行判断． 

【解答】解：因为 ， 

所以 f（x）＝ sin2ωx﹣ cos2ωx＝sin（2ωx﹣ ）， 

A．当 x∈ ，2ωx﹣ ∈[﹣ ﹣ ， ﹣ ]， 

因为∀ω∈（0，1）， 

所以[﹣ ﹣ ， ﹣ ]⊆[﹣ ， ]， 

则此时 f（x）为增函数，故 A 正确； 

B．当 ω＝1 时，f（x）＝sin（2x﹣ ）， 

若|f（x1）﹣f（x2）|＝2， 

则 f（x1）＝1，f（x2）＝﹣1 或 f（x1）＝﹣1，f（x2）＝1， 

即 f（x1），f（x2）一个是最大值，一个是最小值， 

则|x1﹣x2|min＝ ＝ ≠π，故 B 错误； 

C．x∈[0，π]，则 2ωx﹣ ∈[﹣ ，2ωπ﹣ ]， 

若|f（x）|＝1 在[0，π]上有且仅有 2 个不同的解， 

则 ≤2ωπ﹣ ＜ ， 

解得 ≤ω＜ ，故 C 正确； 

D．将 f（x）的图象向左平移 个单位长度后得到函数 g（x）， 
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则 g（x）＝sin[2ω（x+ ）﹣ ]＝sin（2ωx+ ω﹣ ）， 

若 g（x）为奇函数， 

则 ω﹣ ＝kπ，k∈Z，解得 ω＝3k+ ，k∈Z， 

所以当 k＝0 时，ω＝ ∈（0，1），故 D 正确． 

故选：ACD． 

 

（多选）11．（6 分）如图，在棱长为 1 的正方体 ABCD﹣A1B1C1D1 中，M 为平面 ABCD 内一动点，则（  ） 

 

A．若 M 在线段 AB 上，则 D1M+MC 的最小值为   

B．平面 ACD1 被正方体内切球所截，则截面面积为   

C．若 C1M 与 AB 所成的角为 ，则点 M 的轨迹为椭圆  

D．对于给定的点 M，过 M 有且仅有 3 条直线与直线 D1A，D1C 所成角为 60° 

【答案】ABD 

【分析】对于 A，延长 DA 到 E，使得 ，则 D1M+MC 是最小值，在 E，M，C 共线时取到；判断

A； 

对于 B，求解小圆的半径，然后求解面积，判断 B； 

对于 C，C1M 与 AB 所成的角即为 C1M 和 C1D1 所成角，求解 M 的轨迹是双曲线，判断 C； 

对于 D，通过 ，则 AD1CP 是正四面体，的 P 有两种可能，直线 l 也有两种可能，若
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，则 l 只有一种可能，说明直线 l 有三种可能．判断 D． 

【解答】解：对于 A，延长 DA 到 E，使得 ，则 等号在 E，M，

C 共线时取到；故 A 正确； 

对于 B，由于球的半径为 ，球心到平面 ACD1 的距离为 ， 

故被截得的圆的半径为 ，故面积为 ，故 B 正确； 

对于 C，C1M 与 AB 所成的角即为 C1M 和 C1D1 所成角，记 ＝x +y ，则 x2+y2+1＝2（y2+1），即

x2﹣y2＝1，所以 M 的轨迹是双曲线，故 C 错误； 

对于 D，显然过 M 的满足条件的直线数目等于过 D1 的满足条件的直线 l 的数目，在直线 l 上任取一点

P，使得 D1P＝D1A＝D1C，不妨设 ，若 ，则 AD1CP 是正四面体，所以 P 有

两种可能，直线 l 也有两种可能，若 ，则 l 只有一种可能，就是与∠AD1C 的角平分线垂

直的直线，所以直线 l 有三种可能．故 D 正确． 

故选：ABD． 

 

三、填空题：本大题共 3 个小题，每小题 5 分，共 15 分。 

12．（5 分）（x﹣2y）5 的展开式中 x2y3 的系数是  ﹣80 ．（用数字作答） 

【答案】见试题解答内容 

【分析】根据二项式定理求出展开式中含 x2y3 的项，由此即可求解． 

【解答】解：根据二项式定理可得展开式中含 x2y3 的项为 ＝﹣80x2y3， 

所以 x2y3 的系数为﹣80， 

故答案为：﹣80． 

13．（5 分）有 3 台车床加工同一型号的零件，第 1 台加工的次品率为 6%，第 2、3 台加工的次品率均为
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5%，加工出来的零件混放在一起，已知第 1、2、3 台车床加工的零件数分别占总数的 25%，30%，45%，

现从加工出来的零件中任取一个零件，则取到的零件是次品，且是第 2 台车床加工的概率为   ． 

【答案】 ． 

【分析】可记 Ai 为事件“零件为第 i（i＝1，2，3）台车床加工”，B 为事件“任取一个零件为次品”，

从而可知 P（A1）＝0.25，P（A2）＝0.3，P（A3）＝0.45，所以利用 P（B）＝P（A1）P（B|A1）+P（A2）

P（B|A2）+P（A3）P（B|A3）可求出取到的零件是次品的概率，进一步根据 P（A2|B）＝ ，即

可求出取到的零件是次品，且是第 2 台车床加工的概率． 

【解答】解：记 Ai 为事件“零件为第 i（i＝1，2，3）台车床加工”，B 为事件“任取一个零件为次品”， 

则 P（A1）＝0.25，P（A2）＝0.3，P（A3）＝0.45， 

所以 P（B）＝P（A1）P（B|A1）+P（A2）P（B|A2）+P（A3）P（B|A3）， 

即 P（B）＝0.25×0.06+0.3×0.05+0.45×0.05＝0.0525； 

所以取到的零件是次品，且是第 2 台车床加工的概率为： 

P（A2|B）＝ ＝ ＝ ． 

故答案为： ． 

14．（5 分）已知长方体的表面积为 8，所有棱长和为 16，则长方体体积的最大值为   ． 

【答案】 ． 

【分析】设长方体的长，宽，高分别为 a，b，c，则根据题意易得 ，从而可得 ab＝4﹣c

（a+b）＝4﹣c（4﹣c）＝c2﹣4c+4，进而可得 V＝abc＝c3﹣4c2+4c，c∈（0， ]，再利用导数，即可求

解． 

【解答】解：设长方体的长，宽，高分别为 a，b，c， 

则根据题意可知 ， 

∴ ， 

∴ab＝4﹣c（a+b）＝4﹣c（4﹣c）＝c2﹣4c+4， 

∴长方体体积 V＝abc＝c3﹣4c2+4c， 

不妨设 c≤b≤a，a+b+c＝4，∴c∈（0， ]， 

又 V′＝3c2﹣8c+4＝（3c﹣2）（c﹣2）， 
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∴当 c∈（0， ）时，V′＞0，V 单调递增； 

当 c∈（ ， ）时，V′＜0，V 单调递减， 

∴ ＝ ＝ ． 

故答案为： ． 

四、解答题：本大题共 5 小题，共 77 分．解答应写出文字说明、证明过程或演算步骤． 

15．（13 分）如图，在四棱锥 P﹣ABCD 中，底面 ABCD 是边长为 2 的正方形，PA⊥平面 ABCD，PA＝2，

M 是 BC 中点，N 是 PD 中点． 

（1）证明：直线 MN∥平面 PAB； 

（2）若 ，求平面 PCD 与平面 GMN 的夹角的余弦值． 

 

【答案】（1）证明过程请见解答；（2） ． 

【分析】（1）取 PA 的中点为 Q，连接 QB，QN，先证四边形 BMNQ 为平行四边形，可得 MN∥BQ，再

由线面平行的判定定理，即可得证； 

（2）以 A 为坐标原点建立空间直角坐标系，利用向量法求平面与平面的夹角，即可得解． 

【解答】（1）证明：取 PA 的中点为 Q，连接 QB，QN， 

∵Q，N 分别为 PA，PD 的中点， 

∴ 且 QN∥AD， 

又 ∥AB， 

∴QN＝BM 且 QN∥BM，即四边形 BMNQ 为平行四边形， 

∴MN∥BQ， 

又 MN⊄平面 PAB，BQ⊂平面 PAB， 

∴直线 MN∥平面 PAB． 
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（2）解：以 A 为坐标原点，AB，AD，AP 所在直线分别为 x，y，z 轴，建立如图所示的空间直角坐标

系， 

则 B（2，0，0），C（2，2，0），D（0，2，0），P（0，0，2），N（0，1，1），M（2，1，0）， 

∴ ＝（0，2，﹣2）， ＝（﹣2，0，0）， ＝（﹣2，0，1）， 

∵ ，∴ ， ， 

设平面 PCD 的法向量为 ，则 ， 

取 y＝1，得 ， 

设 平 面 GMN 的 法 向 量 为 ， 则

， 

取 a＝1，得 ， 

设平面 PCF 与平面 GMN 的夹角为 θ， 

则 ， 

故平面 PCF 与平面 GMN 的夹角的余弦值为 ． 

 

16．（15 分）记△ABC 的内角 A，B，C 的对边分别为 a，b，c，若（a+b+c）（a+b﹣c）＝3，且△ABC 的

面积为 ． 

（1）求角 C； 
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（2）若 ，求|CD|的最小值． 

【答案】（1） ； 

（2） ． 

【分析】（1）由题意利用余弦定理可求 ，利用三角形的面积公式以及三角函数恒等变

换的应用可求 ，可求得 C ∈（ ， ），进而可求 C 的值； 

（2）由（1）知： ， ，由题意可得 ，两边平方，利用平面

向量数量积的运算以及基本不等式即可求解． 

【解答】解：（1）∵（a+b+c）（a+b﹣c）＝3， 

∴3＝（a+b）2﹣c2＝a2+b2﹣c2+2ab， 

结合余弦定理得 3＝2abcosC+2ab＝2ab（1+cosC）， 

∴ ， 

∵ ， 

∴ ， 

∴ ， 

∴ ， 

∵C∈（0，π），可得 C ∈（ ， ）， 

∴ ＝ ， 

故 ； 

 

（2）由（1）知： ， ， 

∵ ， 
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∴ ， 

∴ ， 

∴ ，当且仅当 时，CD 长取最小值，此

时 ， 

∴CD 长的最小值为 ． 

17．（15 分）甲、乙两人进行某棋类比赛，每局比赛时，若决出输赢则获胜方得 2 分，负方得 0 分；若平

局则各得 1 分．已知甲在每局中获胜、平局、负的概率均为 ，且各局比赛结果相互独立． 

（1）若比赛共进行了三局，求甲共得 3 分的概率； 

（2）规定比赛最多进行五局，若一方比另一方多得 4 分则停止比赛，求比赛局数 X 的分布列与数学期

望． 

【答案】（1） ； 

（2）X 的分布列为： 

X 2 3 4 5 

P     

E（X）＝ ． 

【分析】（1）甲得 3 分包含以下情形：三局均为平局，三局中甲一胜一平一负，再结合独立事件的概率

乘法公式求解； 

（2）由题意可知 X 的可能取值为 2，3，4，5，求出相应的概率，得到 X 的分布列，再结合期望公式求

解． 

【解答】解：（1）设事件 A 表示“三局比赛后，甲得 3 分”， 

甲得 3 分包含以下情形：三局均为平局，三局中甲一胜一平一负， 

所以 ； 

（2）依题意知，X 的可能取值为 2，3，4，5， 

则 ， 

， 
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， 

， 

所以 X 的分布列为： 

X 2 3 4 5 

P     

所以 ． 

18．（17 分）已知焦点在 x 轴上，中心在坐标原点的等轴双曲线 E 经过点 ，过点 A 作两条互

相垂直的直线分别交双曲线于 B，C 两点． 

（1）若△ABC 为等腰直角三角形，求边 BC 所在的直线方程； 

（2）判断原点 O 与△ABC 的外接圆的位置关系，并说明理由． 

【答案】（1）y＝﹣ x﹣ ； 

（2）O 在△ABC 的外接圆的内部． 

【分析】（1）由题意，先求出双曲线 E 的方程，设出直线 BC 的方程，将直线 BC 的方程与双曲线方程

联立，结合根与系数的关系以及斜率公式求出 k＝﹣ ，设 BC 中点为 M（x0，y0），求出 M 点的坐标，

代入公式中求出 b 的值，进而可得直线 BC 的方程； 

（2）当 时，将直线 BC 的方程与双曲线方程联立，利用韦达定理以及向量的坐标运算再进行求

解即可． 

【解答】解：（1）不妨设双曲线 E 的方程为 x2﹣y2＝λ， 

因为等轴双曲线 E 经过点 ， 

所以 2﹣1＝λ， 

解得 λ＝1， 

则双曲线 E 的方程为 x2﹣y2＝1， 

不妨设直线 BC 的方程为 y＝kx+b，B（x1，y1），C（x2，y2）， 

联立 ，消去 y 并整理得（1﹣k2）x2﹣2kbx﹣b2﹣1＝0， 

此时 1﹣k2≠0 且Δ＞0， 

解得 k2≠1，b2+1＞k2， 
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由韦达定理得 ， ， 

因为 AB⊥AC， 

所以 ， 

整理得 ， 

即 ， 

化简得 ＝0， 

因为直线 BC 不经过点 A， 

所以 ， 

则 ， 

解得 k＝﹣ ， 

此时直线 BC 的方程为 y＝﹣ +b， 

不妨设 BC 中点为 M（x0，y0）， 

此时 ， 

所以 ， 

因为 AM⊥BC， 

所以 ， 

即 ， 

解得 ， 

则直线 BC 的方程为 y＝﹣ x﹣ ； 

（2）当 时， 

联立 ，消去 y 并整理得 ， 
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由韦达定理得 ， 

因为  

＝3（﹣b2﹣1）+2b2+b2＝﹣3， 

所以 ， 

故 O 在△ABC 的外接圆的内部． 

19．（17 分）已知函数 f（x）＝2lnx﹣ax2+1（a∈R）． 

（1）讨论函数 f（x）的单调性； 

（2）若存在正数 x，使 f（x）≥0 成立，求 a 的取值范围； 

（ 3）若 0＜ x1＜ x2，证明：对任意 a∈（ 0，+∞），存在唯一的实数 x0∈（ x1， x2），使得

成立． 

【答案】（1）当 a≤0 时，f（x）在（0，+∞）上单调递增，当 a＞0 时，f（x）在 上单调递

增，在 上单调递减； 

（2）（﹣∞，1]．； 

（3）详见解答过程． 

【分析】（1）计算 f′（x），然后分类讨论即可得到单调性； 

（2）对 a≤1 和 a＞1 两种情况分别讨论，即可得到取值范围是（﹣∞，1]； 

（3）首先证明 f′（x）单调递减，即得唯一性；然后求导证明对任意的 0＜t＜1，都有 ；而对

任意的 t＞1，都有 ．再利用该结论证明 ，从而得

到存在性．最后综合两方面即证得结论． 

【解答】解：（1）对 f（x）＝2lnx﹣ax2+1 求导得 ． 

当 a≤0 时，对 x＞0 有 ，故 f（x）在（0，+∞）上单调递增； 

当 a＞0 时，有 ，而当 x

＞0 时， ， 
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故当 时，f′（x）＞0，当 时，f′（x）＜0，从而 f（x）在 上单调递增，

在 上单调递减． 

综上，当 a≤0 时，f（x）在（0，+∞）上单调递增； 

当 a＞0 时，f（x）在 上单调递增，在 上单调递减． 

（2）若 a≤1，由于 f（1）＝1﹣a≥0，故存在正数 x＝1 使得 f（x）≥0，条件满足； 

若 a＞1，则由（1）的结论，知 f（x）在 上单调递增，在 上单调递减， 

从而此时对任意的 x＞0 都有 ，条件不满足． 

综上，a 的取值范围是（﹣∞，1]． 

（3）证明：令 ， 

则 ， 

因为 a＞0，所以 F（x）在区间（x1，x2）上单调递减， 

 

＝ ， 

令 g（t）＝t﹣1﹣lnt，（t＞0），则 ， 

所以当 t∈（0，1）时，g′（t）＜0，g（t）单调递减， 

t∈（1，+∞）时，g′（t）＞0，g（t）单调递增，所以当 t＝1 时，g（t）min＝g（1）＝0， 

又 0＜x1＜x2，所以 ，所以 恒成立， 

又因为 a＞0，x2﹣x1＞0．所以 F（x1）＞0． 

同理可得 ，由 t﹣1﹣lnt≥0（t＝1 时等号成立）． 

又 0＜x1＜x2，所以 ，所以 恒成立， 

又 a＞0，x1﹣x2＜0，x2﹣x1＞0，所以 F（x2）＜0， 
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所以区间（x1，x2）上存在唯一的实数 x0，使得 F（x0）＝0， 

所以对任意 a∈（0，+∞），存在唯一的实数 x0∈（x1，x2），使得 成立． 
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