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专题 7.11 与三角形有关的角的四大类型解答

【苏科版】

考卷信息：

本套训练卷共 30题，题型针对性较高，覆盖面广，选题有深度，可加强学生对与三角形有关的角的四大类型解

答的理解！

【类型 1 与三角形有关的角的计算】

1．（2023春·甘肃兰州·七年级兰州十一中校考期末）如图，△ ���中，∠� = 35°，∠� = 65°，��平分∠���，

�� ⊥ ��于�，�� ⊥ ��于�，求∠���的度数．

【答案】75°

【分析】先由三角形内角和定理得到∠��� = 80，再由角平分线的定义得到∠��� = 40，进而利用三角形外

角的性质得到∠��� = 75°，根据垂直的定义和三角形内角和定理求出∠��� = 15°，进而根据垂直的定义求

出∠���的度数即可．

【详解】解：∵在△ ���中，∠� = 35°，∠� = 65°，，

∴∠��� = 180° − ∠� − ∠� = 80°，

∵��平分∠���，

∴∠��� = 1
2

∠��� = 40°，

∴∠��� = ∠� + ∠��� = 75°，

∵�� ⊥ ��，即∠��� = 90°，

∴∠��� = 180° − ∠��� − ∠��� = 15°，

∵�� ⊥ ��，即∠��� = 90°，

∴∠��� = ∠��� − ∠��� = 75°．

【点睛】本题主要考查了三角形内角和定理，三角形外角的性质，角平分线的定义等等，熟知三角形内角和
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为 180°是解题的关键．

2．（2023春·四川达州·七年级校联考期中）如图，在△ ���中，��为��边上的高，点�为��边上的一点，

连接��．

(1)当��为��边上的中线时，若�� = 6，△ ���的面积为 30，求��的长；

(2)当��为∠���的角平分线时，若∠� = 66°，∠� = 36°，求∠���的度数．

【答案】(1)�� = 5

(2)∠��� = 15°

【分析】（1）由中线平分三角形面积可得△ ���的面积，再由面积公式即可求得��的长；

（2）由三角形内角和可求得∠���的度数，由角平分线的性质可求得∠���，然后在 Rt △ ���中即可求得结

果．

【详解】（1）解：∵ ��为��边上的中线，

∴ �△��� = 1
2

�△��� = 1
2

× 30 = 15，

∵ ��为边��上的高，�� = 6，

∴ 1
2

�� ⋅ �� = 15，

∴ �� = 5．

（2）解：∵ ∠��� = 180° − ∠� − ∠� = 78°，

∵ ��为∠���的角平分线，

∴ ∠��� = 1
2

∠��� = 39°，

∴ ∠��� = ∠� + ∠��� = 36° + 39° = 75°，

∵ �� ⊥ ��，

∴ ∠��� = 90°，

∴ ∠��� = 90° − 75° = 15°．
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【点睛】本题考查了三角形中线、角平分线、三角形内角和及三角形外角的性质等知识，掌握这些知识是基

础与关键．

3．（2023春·安徽淮北·七年级校考期末）如图，在△ ���中，�� ⊥ ��于点 E，�� ⊥ ��于点 F，且�� = ��，

��平分∠���，∠��� = 135°．

(1)求∠��� + ∠���的度数；

(2)求∠�的度数．

【答案】(1)45°

(2)90°

【分析】（1）根据三角形的内角和定理，即可求解；

（2）先证明��平分∠���，再根据三角形的内角和即可求解．

【详解】（1）解：∵∠��� = 135°，

∴∠��� + ∠��� = 180° − 135° = 45° ；

（2）解：∵�� ⊥ ��，�� ⊥ ��，�� = ��，

∴��平分∠���，即∠��� = ∠���．

∵��平分∠���，

∴∠��� = ∠���．

∴∠� = 180° − ∠��� − ∠��� = 180° − 2(∠��� + ∠���) = 180° − 2 × 45° = 90°．

【点睛】本题主要考查了三角形的内角和，角平分线的判定，解题的关键是掌握三角形的内角和为 180°．

4．（2023春·湖北孝感·七年级统考期中）如图，点�为△ ���的边��上一点，∠��� = 1
3

∠���，��平分∠���

交��于点�，∠� = 70°，∠��� = 110°．求∠���的度数．
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【答案】45°

【分析】首先根据三角形的外角和求出∠��� = 40°，由此可得∠��� = 20°，再根据三角形的内角和和角平

分线的性质求出∠���的度数即可.

【详解】解：∵∠� + ∠��� = ∠���，

∴70° + ∠��� = 110°．

∴∠��� = 40°．

∵∠��� = 1
3

∠���，

∴∠��� = 60°，∠��� = 20°．

在△ ���中，∠� + ∠��� + ∠��� = 180°，

∴70° + 60° + ∠��� = 180°，

∴∠��� = 50°．

∵��平分∠���，

∴∠��� = 1
2

∠��� = 25°．

∴∠��� = ∠��� + ∠��� = 25° + 20° = 45°．

【点睛】本题主要考查了三角形的内角和、外角和和角平分线的定义，属于基础题，要熟练掌握.

5．（2023春·辽宁鞍山·七年级统考期中）如图，在四边形����中，��∥��，∠���的平分线交��的延长线

于点 E，�� ⊥ ��，垂足为点 F，交��于点 G．

(1)求证：��平分∠���．

(2)若∠��� = 105°，∠��� = 60°，求∠���的度数．

【答案】(1)证明见详解

(2)35°
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【分析】（1）根据平行线的性质得出∠��� = ∠�，再根据角平分线的性质得出∠��� = ∠���，从而得出∠� =

∠���，最后根据等腰三角形的性质即可得出��平分∠���；

（2）根据∠��� = 60°，�� ∥ ��，得出∠��� = 120°，再根据角平分线的性质得出∠��� = 60°，从而得出

∠��� = 105°，最后根据∠��� = ∠��� − ∠���即可得出答案．

【详解】（1）证明：∵ �� ∥ ��，

∴ ∠��� = ∠�，

∵ ��平分∠���，

∴ ∠��� = ∠���，

∴ ∠� = ∠���，

∴ �� = ��，

∵ �� ⊥ ��，

∴ ��平分∠���；

（2）∵ ∠��� = 60°，�� ∥ ��，

∴ ∠��� = 120°，

∵ ��平分∠���，

∴ ∠��� = 60°，

∵ ∠��� = 105°，

∴ ∠��� = ∠��� − ∠��� = 105° − 60° = 35°．

【点睛】此题考查了多边形的内角与外角以及平行线的性质，熟记平行线的性质以及三角形的性质是解题的

关键．

6．（2023春·浙江温州·七年级校联考期中）已知：如图 1，在三角形���中，∠��� = 40°，∠� = 65°，将

线段��沿直线��平移得到线段��，连接��．
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(1)当∠� = 65°时，请说明�� ∥ ��．

(2)如图 2，当��在��上方时，且∠� = 2∠��� − 29°时，求∠���与∠���的度数．

(3)在整个运动中，当��垂直三角形���中的一边时，求出所有满足条件的∠�的度数．

【答案】(1)见解析

(2)∠��� = 23°，∠��� = 17°

(3)25°或 50°或 90°

【分析】（1）由平移的性质可得�� ∥ ��，可得∠��� = ∠� = 65° = ∠�，可得结论；

（2）由平行线的性质可得∠��� = ∠��� = 40°，∠� = ∠���，由外角的性质可得∠� + ∠��� = 40°，即可

求解；

（3）分三种情况讨论，由平行线的性质以及三角形的内角和定理即可求解．

【详解】（1）证明：∵将线段��沿直线��平移得到线段��，

∴ �� ∥ ��，

∴ ∠��� = ∠� = 65°，

∴ ∠� = ∠���，

∴ �� ∥ ��；

（2）解：∵将线段��沿直线��平移得到线段��，

∴ �� ∥ ��，

∴ ∠��� = ∠��� = 40°，∠� = ∠���，

∴ ∠� + ∠��� = 40°，

∵ ∠� = 2∠��� − 29°，

∴ ∠��� = 23°，∠� = 17°，

∴ ∠��� = 17°；

（3）解：如图 2，当�� ⊥ ��时，
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∵ ∠��� = 40°，∠� = 65°，

∴ ∠��� = 75°，

∵ �� ⊥ ��，

∴ ∠��� = 15°，

∵ ∠��� = 40°，

∴ ∠� = 25°；

如图 3，当�� ⊥ ��时，

∵ �� ∥ ��，

∴ ∠� = ∠��� = 90°，

如图 4，当�� ⊥ ��时，
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∵��∥��，∠��� = 40°

∴∠� = 90° − ∠��� = 50°

综上所述：∠� = 25°或 50°或 90°．

【点睛】本题是几何变换综合题，考查了平行线的性质，平移的性质，三角形的外角性质等知识，灵活运用

这些性质解决问题是解题的关键．

7．（2023春·吉林长春·七年级长春外国语学校校考期中）将三角形纸片���沿直线��折叠，使点�落在�′

处．

【感知】如果点�′落在边��上，这时图①中的∠1 变为 0°，那么∠�′与∠2 之间的关系是 ;

【探究】如果点�′落在四边形����的内部(如图①)，那么∠�′与∠1、∠2 之间存在怎样的数量关系?并说明理

由.

【拓展】如果点�′落在四边形����的外部(如图②)，那么请直接写出∠�′与∠1、∠2 之间存在数量关

系 .

【答案】感知：∠2 = 2∠�′探究：2∠�′ = ∠1 + ∠2 拓展：2∠�′ = ∠2 − ∠1

【分析】[感知]根据三角形外角性质得出∠1 = ∠� + ∠��′�，根据折叠性质得出∠��′� = ∠�，即可求出答案；
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[探究]根据三角形内角和定理得出∠��� + ∠��� = 180° − ∠�，∠�′�� + ∠�′�� = 180° − ∠�′，两式相加可

得∠�′�� + ∠�′�� = 360° − ∠� + ∠�′ ，即∠� + ∠�′ + ∠�′�� + ∠�′�� = 360°，根据平角的定义得出∠1 +

∠�′�� + ∠2 + ∠�′�� = 360°，可得出∠�′ + ∠� = ∠1 + ∠2，根据折叠性质得出∠�′ = ∠�，即可得出 2∠� =

∠1 + ∠2；

[拓展]根据三角形外角性质得出∠��� = ∠�′ + ∠1，∠2 = ∠� + ∠���，推出∠2 = ∠� + ∠�′ + ∠1，即可得

出答案．

【详解】解：[感知]：∠2 = 2∠�．

理由如下：当点�'落在边��上时，由折叠可得：∠��′� = ∠�；

∵ ∠2 = ∠� + ∠��′�，

∴ ∠2 = 2∠�，

故答案为：∠2 = 2∠�；

[探究]：2∠� = ∠1 + ∠2．

理由如下：∵ ∠��� + ∠��� = 180° − ∠�，∠�′�� + ∠�′�� = 180° − ∠�′，

∴ ∠�′�� + ∠�′�� = 360° − (∠� + ∠�′)，

∴ ∠� + ∠�′ + ∠�′�� + ∠�′�� = 360°，

∵ ∠1 + ∠�′�� + ∠2 + ∠�′�� = 360°，

∴ ∠�′ + ∠� = ∠1 + ∠2，

由折叠可得：∠� = ∠�′，

∴ 2∠�′ = ∠1 + ∠2，

故答案为：2∠�′ = ∠1 + ∠2；

[拓展]：如图②，

∵ ∠��� = ∠�′ + ∠1，∠2 = ∠� + ∠���，

由折叠可得：∠� = ∠�′，
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∴ ∠2 = ∠� + ∠�′ + ∠1 = 2∠� + ∠1，

∴ 2∠� = ∠2 − ∠1，

2∠�′ = ∠2 − ∠1

故答案为：2∠�′ = ∠2 − ∠1．

【点睛】本题考查了折叠的性质，三角形外角性质，三角形内角和定理的应用，本题主要考查运用定理进行

推理和计算的能力．解题的关键是结合图形运用外角的性质列等式求解．

8．（2023春·江西萍乡·七年级统考期末）已知点�在射线��上，∠� = ∠���．

(1)如图 1，若��∥��，求证：��∥��；

(2)如图 2，若�� ⊥ ��，垂足为�，��交��于点�，请探究∠���与∠�的数量关系，写出你的探究结论，并

说明理由；

(3)如图 3，在（2）的条件下，过点�作��∥��交射线��于点�，当∠��� = ∠���，∠��� = 8∠���时，求

∠���的度数．

【答案】(1)证明见解析

(2)∠��� + 2∠� = 90°，理由见解析

(3)99°

【分析】（1）根据��∥��，可得∠��� = ∠�，再根据∠� = ∠���，即可得到∠��� = ∠���，即可得证；

（2）∠��� + 2∠� = 90°．根据三角形外角的性质，可得到∠��� = ∠��� + ∠���，根据直角三角形两锐角

互余，有∠��� + ∠� = 90°，再根据∠� = ∠���即可得到∠���与∠�的数量关系；

（3）设∠��� = �，则∠��� = 8�，∠��� = 180° − 8�，根据��∥��，即可得到∠� = ∠��� = 180° − 8�，

再根据∠��� + 2∠� = 90°，即可得到� + 2 180° − 8� = 90°，求得�的值，即可运用三角形内角和定理得

到∠���的度数．

【详解】（1）证明：∵��∥��，
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∴∠��� = ∠�，

又∵∠� = ∠���，

∴∠��� = ∠���，

∴��∥��；

（2）解：∠��� + 2∠� = 90°

理由如下：∵∠���是△ ���的外角，

∴∠��� = ∠��� + ∠���，

∵�� ⊥ ��，

∴∠��� = 90°，

∴在△ ���中，∠��� + ∠� = 90°，

∴∠��� + ∠��� + ∠� = 90°，

又∵∠� = ∠���，

∴∠��� + 2∠� = 90°；

（3）设∠��� = �，则∠��� = 8�，

∴∠��� = 180° − 8�，

∵��∥��，

∴∠� = ∠��� = 180° − 8�，

又∵∠��� + 2∠� = 90°，

∴2 180° − 8� + � = 90°，

∴� = 18°

∴∠� = 180° − 8 × 18° = 36°，

∴∠��� = ∠� = 36°，

又∵∠��� = ∠���，

∴∠��� = 180° − ∠� − ∠��� = 180° − ∠��� − ∠��� = ∠���，

∵∠��� = 90°，

∴∠��� = ∠��� = 1
2

∠��� = 45°，

∴在△ ���中，∠��� = 180° − 45° − 36° = 99°，

∴∠���的度数为 99°．
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【点睛】本题考查平行线的判定与性质，三角形内角和定理，三角形外角的性质，直角三角形两锐角互余．灵

活运用三角形内角和定理是解题的关键．

9．（2023春·福建泉州·七年级统考期末）在△ ���中，∠� > ∠�，��平分∠���，点 F为射线��上一点（不

与点 E重合），且�� ⊥ ��于点 D．

(1)如图 1，如果点 F在线段��上，且∠� = 50°，∠� = 30°，则∠��� =______．

(2)如果点 F在△ ���的外部，分别作出∠���和∠���的角平分线，交于点 K，请在图 2中补全图形，探

究∠���、∠�、∠�三者之间的数量关系，并说明理由：

(3)如图 3，若点�与点�重合，��、��分别平分∠���和△ ���的外角∠���，连接��，过点�作�� ⊥ ��交��

延长线于点�，�� ⊥ ��交��的延长线于点�，若∠��� = ∠���，且∠��� = 7
10

∠� + ∠��� ，求∠���的

度数．

【答案】(1)10°

(2)画图见解析，∠��� = 3∠�−∠�
4

，理由见解析

(3)95°

【分析】（1）先求出∠��� = 100°，进而得到∠��� = 50°，∠��� = 80°，根据�� ⊥ ��得到∠��� = 90°，

即可求出∠��� = 90° − ∠��� = 10°；

（2）根据题意先画出图形，根据三角形内角和定理和角平分线的定义得到∠��� = 1
2

∠��� = 45°，∠��� =

1
2

∠��� = 45° − 1
4

∠� − 1
4

∠�，再由三角形内角和定理得到∠��� + ∠� = ∠��� + ∠���，则 45° − 1
4

∠� −

1
4

∠� + ∠� = 45° + ∠���，据此即可得到答案；

（3）根据∠��� = ∠��� = 2�得到∠��� = ∠��� = 4�，得到∠��� = 6�，从而求出∠� = 90° − 6�，进而

求出∠��� = 2�，结合∠��� = 7
10

∠� + ∠��� ，得到∠��� = 63° − 14
5

�．根据�� ⊥ ��，得到 45° + � +
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63° − 14
5

� = 90°，求出� = 10°．从而分别求出∠� = 90° − 6� = 30°，∠��� = 35°，∠��� = 145°，再

求出∠��� = 90°，根据四边形内角和为 360°即可求出∠��� = 95°．

【详解】（1）解：∵∠� = 30°，∠� = 50°，

∴∠��� = 180° − ∠� − ∠� = 100°，

∵��是△ ���的角平分线，

∴∠��� = ∠��� = 1
2

∠��� = 50°，

∴∠��� = ∠� + ∠��� = 80°，

∵�� ⊥ ��，

∴∠��� = 90°，

∴∠��� = 90° − ∠��� = 10°，

故答案为：10°；

（2）解：∠��� = 3∠�−∠�
4

，理由如下：

在△ ���中，∠��� = 180° − ∠� − ∠�，

∵��平分∠���，

∴∠��� = ∠��� = 1
2

∠��� = 90° − 1
2

∠� − 1
2

∠�，

∵�� ⊥ ��，

∴∠��� = 90°，

∵∠���和∠���的角平分线交于点 K，

∴∠��� = 1
2

∠��� = 45°，∠��� = 1
2

∠��� = 45° − 1
4

∠� − 1
4

∠�，

∵∠��� + ∠� + ∠��� = 180° = ∠��� + ∠��� + ∠���，∠��� = ∠���，

∴∠��� + ∠� = ∠��� + ∠���，

∴45° − 1
4

∠� − 1
4

∠� + ∠� = 45° + ∠���，

∴∠��� = 3
4

∠� − 1
4

∠� = 3∠�−∠�
4

；
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（3）解：设∠��� = ∠��� = 2�，

∵��平分∠���，

∴∠��� = ∠��� = ∠��� + ∠��� = 4�，

∴∠��� = 6�，

∵�� ⊥ ��

∴∠��� = 90°，

∴∠� = 90° − ∠��� = 90° − 6�，∠��� = 90° − 2�，

∴∠��� = ∠� + ∠��� = 90° + 2�，

∵��、��分别平分∠���和△ ���的外角∠���，

∴∠��� = 1
2

∠��� = 45° − �，∠��� = 1
2

∠��� = 45° + �，

∴∠��� = ∠��� − ∠��� = 2�，

∴∠��� = 7
10

∠� + ∠��� = 7
10

90° − 6� + 2� = 63° − 14�
5
，

∵�� ⊥ ��，

∴∠��� + ∠��� = 90°，

即 45° + � + 63° − 14
5

� = 90°，

∴� = 10°．

∴∠� = 90° − 6� = 30°，∠��� = 35°，

∴∠��� = 180° − ∠��� = 145°，

∵�� ⊥ ��，

∴∠��� = 90°，

∴在四边形����中，∠��� = 360° − ∠��� − ∠� − ∠��� = 95°（四边形内角和可以看做是两个三角形的
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内角和）．

【点睛】本题考查了三角形内角和定理，三角形外角定理，三角形角平分线，综合性较强，第（3）步难度

较大．熟知相关定理，并根据题意进行角的表示与代换是解题关键．

【类型 2 与三角形有关的角的证明】

1．（2023春·安徽宿州·七年级统考期末）如图，��∥��，点 E在��上，求证：∠� = ∠��� + ∠�．

【答案】证明见解析

【分析】首先根据平行线的性质得到∠� + ∠� = 180°，然后根据三角形内角和定理得到∠��� + ∠� + ∠� =

180°，进而可证明出∠� = ∠��� + ∠�．

【详解】∵��∥��

∴∠� + ∠� = 180°

∵在△ ���中，∠��� + ∠� + ∠� = 180°

∴∠� = ∠��� + ∠�．

【点睛】本题考查平行线的性质以及三角形的内角和定理，熟练掌握平行线的性质是解题的关键．

2．（2023春·湖北武汉·七年级统考期末）如图，已知�� ∥ ��，∠�=60°，点�在直线��上且∠��� = ∠���．

(1)求证：∠� = ∠���．

(2)若∠� = ∠��� + 20°，求∠�的度数．

【答案】(1)证明见解析；

(2)70°．

【分析】（1）根据平行线的判定及性质即可证明；
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（2）先根据平行线的性质求得∠��� = ∠� = 60°，再利用三角形的内角和定理即可求解．

【详解】（1）证明：∵∠��� = ∠���，

∴�� ∥ ��，

∵�� ∥ ��，

∴�� ∥ ��，

∴∠� = ∠���；

（2）解：如图，

∵∠� = ∠��� + 20°，

∴∠��� = ∠� − 20°，

∵�� ∥ ��，∠�=60°，

∴∠��� = ∠� = 60°，

∵∠� + ∠��� + ∠��� = 180°，

∴∠� + ∠� − 20° + 60° = 180°，

∴∠� = 70°．

【点睛】本题主要考查了平行线的判定及性质以及三角形的内角和定理，熟练掌握平行线的性质是解题的关

键．

3．（2023春·江苏南通·七年级统考期末）已知点�在∠���内，�为射线��上一点，连接��，��．

(1)如图 1 所示，连接��，若∠��� = ∠��� + ∠���．
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①线段��与��有何位置关系？请说明理由；

②过点�作�� ∥ ��交直线��于点�，求证：∠��� = ∠���；

(2)如图 2 所示，∠��� = ∠� − ∠�，若�为平面内一动点，��∥��，请直接写出∠���与∠���的数量关系．

【答案】(1)①��∥��，理由见解析；②证明见解析

(2)∠��� = ∠���或∠��� + ∠���=180°

【分析】（1）①过点�作�� ∥ ��，则∠��� = ∠���，由∠��� = ∠��� + ∠���，∠��� = ∠��� + ∠���

得到∠��� = ∠���，则�� ∥ ��，即可得到结论．

②由�� ∥ ��得到∠��� = ∠���．∠��� = ∠���，则∠��� = ∠���．由∠��� = ∠���即可得到∠��� =

∠���；

（2）分点�在直线��的右侧和点�在直线��的左侧两种情况，分别求出∠���与∠���的数量关系为：

∠��� = ∠���或∠��� + ∠��� = 180°．

【详解】（1）解：①�� ∥ ��.理由：

过点�作�� ∥ ��，如图，

则∠��� = ∠���，

∵ ∠��� = ∠��� + ∠���，∠��� = ∠��� + ∠���，

∴ ∠��� = ∠���，

∴ �� ∥ ��，

∵ �� ∥ ��，

∴ �� ∥ ��．

② ∵ �� ∥ ��，

∴ ∠��� = ∠���．

∵ ∠��� = ∠���，

∴ ∠��� = ∠���．
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∵ ∠��� = ∠���，

∴ ∠��� = ∠���．

（2）当点�在直线��的右侧时，如下图，∠��� = ∠���，理由：

设��与��交于点�，

∵ ∠��� = ∠� + ∠���，

∴ ∠��� = ∠��� − ∠�．

∵ ∠��� = ∠��� − ∠�，

∴ ∠��� = ∠���．

∴ �� ∥ ��．

∴ ∠��� = ∠���．

∵ �� ∥ ��，

∴ ∠��� = ∠���．

∵ ∠��� = 180° − ∠��� − ∠���，∠��� = 180° − ∠��� − ∠���，

∴ ∠��� = ∠���，

②当点�在直线��的左侧时，如图，∠��� + ∠��� = 180°，理由：

由（2）①可知：∠��� = ∠���．

∵ ∠��� + ∠��� = 180°，

∴ ∠��� + ∠��� = 180°．
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综上，∠���与∠���的数量关系为：∠��� = ∠���或∠��� + ∠��� = 180°．

【点睛】此题考查了平行线的性质、三角形内角和定理等知识，熟练掌握平行线的性质、三角形内角和定理

灵活进行角的关系转换是解题的关键．

4．（2023春·黑龙江哈尔滨·七年级校考期中）射线��、��交于 O点，��平分∠���，∠��� = 60°，

(1)如图 1，��、��分别平分∠���、∠���时，直接写出∠��� =__________；

(2)如图 2，��、��分别平分∠���、∠���时，求出∠���的度数；

(3)在（2）条件下，如图 2中，求证∠��� + ∠��� = 90°．

【答案】(1)120°

(2)60°

(3)证明见解析

【分析】（1）由三角形内角和定理得∠��� + ∠��� = 120°，由角平分线的定义得∠��� + ∠��� = 1
2

∠��� +

1
2

∠��� = 60°，再利用三角形内角和定理进行计算即可；

（2）由三角形内角和定理得∠��� + ∠��� = 120°，由平角的定义得∠��� + ∠��� = 240°，由角平分线的

定义得∠��� + ∠��� = 120°，再利用三角形内角和定理进行计算即可；

（3）由（2）可得∠��� = ∠��� = 30° + ∠���，∠��� = 60° − ∠���，代入∠��� + ∠���化简即可.

【详解】（1）解：∵∠��� = 60°，

∴∠��� + ∠��� = 120°

∵��、��分别平分∠���、∠���，

∴∠��� = 1
2

∠���，∠��� = 1
2

∠���，

∴∠��� + ∠��� = 1
2

∠��� + 1
2

∠��� = 60°
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∴∠��� = 180° − ∠��� + ∠��� = 120°，

故答案为：120°；

（2）解：∵∠��� = 60°，

∴∠��� + ∠��� = 120°，

∴∠��� + ∠��� = 240°，

∵��、��分别平分∠���、∠���，

∴∠��� = 1
2

∠���，∠��� = 1
2

∠���，

∴∠��� + ∠��� = 1
2

∠��� + 1
2

∠��� = 120°，

∴∠��� = 180° − ∠��� + ∠��� = 60°；

（3）证明：∵��平分∠���，∠��� = 60°，

∴∠��� = 1
2

∠��� = 30°，

∵��平分∠���，

∴∠��� = ∠��� = ∠��� + ∠��� = 30° + ∠���，

∵∠��� = 60°

∴∠��� = 60° − ∠���

∴∠��� + ∠��� = 30° + ∠��� + 60° − ∠��� = 90°

【点睛】本题考查了角的和差，角平分线的定义，三角形内角和定理以及三角形外角的性质等，准确识图是

解题的关键，难点在于要注意整体思想的利用．

5．（2023春·河南南阳·七年级统考期末）请阅读下列材料，并完成相应任务．

在数学探究课上，老师出了这样一个题：如图 1，锐角∠���内部有一点 D，在其两边��和��上各取任意一

点 E，F，连接��，��．

求证：∠��� + ∠��� = ∠��� + ∠���．
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小丽的证法 小红的证法

证明：

如图 2，连接��并延长至点 M，

∠��� = ∠��� + ∠���，

∠��� = ∠��� + ∠���（ 依据 ），

又∵∠��� + ∠��� = ∠���，

∠��� + ∠��� = ∠���，

∴∠��� + ∠��� = ∠��� + ∠���．

证明：

∵∠��� = 80°, ∠��� = 60°，

∠��� = 51°, ∠��� = 89°（量角器测量所得），

∴∠��� + ∠��� = 140°，

∠��� + ∠��� = 140°（计算所得）．

∴∠��� + ∠��� = ∠��� + ∠���（等量代换）．

任务：

(1)小丽证明过程中的“依据”是指数学定理：________________________；

(2)下列说法正确的是____________．

A．小丽的证法用严谨的推理证明了该定理

B．小丽的证法还需要改变∠���的大小，再进行证明，该定理的证明才完整

C．小红的证法用特殊到一般的方法证明了该定理

D．小红的证法只要将点 D在∠���的内部任意移动 100次，重新测量进行验证，就能证明该定理

(3)如图，若点 D在锐角∠���外部，��与��相交于点 G，其余条件不变，原题中结论还成立吗？若成立，

请说明理由；若不成立，请探索∠���，∠���，∠���，∠���之间的关系．

【答案】(1)三角形的一个外角等于和它不相邻的两个内角的和

(2)A

(3)不成立，∠��� = ∠��� + ∠��� + ∠���

【分析】（1）连接��并延长至点 M，根据三角形外角的性质解答即可；

（2）按照定理的证明的一般步骤，从已知出发经过量角器测量，计算，证明，即可得答案；

（3）根据三角形外角的性质得∠��� = ∠��� + ∠���，∠��� = ∠��� + ∠���，整理可得答案



润禾托管

学科网（北京）股份有限公司

22

【详解】（1）解：小丽证明过程中的“依据”是指数学定理：三角形的一个外角等于和它不相邻的两个内角的

和；

（2）根据定理证明的一般步骤，从已知出发经过量角器测量，计算，证明，故 A正确；

（3）不成立，

∵ ∠���是△ ���的一个外角，

∴ ∠��� = ∠��� + ∠���，

∵ ∠���为△ ���的一个外角，

∴ ∠��� = ∠��� + ∠���，

∴ ∠��� = ∠��� + ∠��� + ∠���（或∠��� − ∠��� = ∠��� + ∠���）．

【点睛】本题考查了三角形的外角，解题的关键是掌握三角形外角的性质：三角形的一个外角等于和它不相

邻的两个内角的和．

6．（2023春·北京大兴·七年级统考期末）如图，在直角三角形���中，∠��� = 90°．

(1)如图 1，点 M在线段��上，在线段��的延长线上取一点 N，使得∠��� = ∠���．过点 B作�� ⊥ ��，

交��延长线于点 D，过点 N作��∥��，交��于点 E，交��于点 F．判断∠���与∠���之间的数量关系，

写出你的结论，并加以证明；

(2)如图 2，点 M在线段��的延长线上，在线段��的延长线上取一点 N，使得∠��� = ∠���．过点 B作�� ⊥

��于点 D，过点 N作��∥��，交��延长线于点 E，交��延长线于点 F．

①依题意补全图形；

②若∠��� = 45°，求证：∠��� = ∠���．

【答案】(1)∠��� = ∠���，理由见解析

(2)①见解析；②见解析
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【分析】（1）依据∠��� = ∠��� = 90°，∠��� = 90°，即可得到∠��� + ∠��� = ∠��� + ∠��� = 90°，

进而得出∠��� = ∠���，再根据∠��� = ∠���，即可得到∠��� = ∠���；

（2）①过点 B作�� ⊥ ��于点 D，过点 N作��∥��，交��延长线于点 E，交��延长线于点 F；②依据∠��� =

∠���，∠��� = 135° − ∠���，∠��� = 135° − ∠���，即可得到∠��� = ∠���．

【详解】（1）解：∠��� = ∠���，

理由：∵�� ⊥ ��，

∴∠��� = 90°，

∵��∥��，

∴∠��� = ∠��� = 90°，

∵∠��� = 90°，

∴∠��� + ∠��� = ∠��� + ∠��� = 90°，

∴∠��� = ∠���，

又∵∠��� = ∠���，

∴∠��� = ∠���；

（2）解：①补全图形如图：

②同理可证∠��� = ∠���，

∵在 Rt △ ���中，∠��� = 90°，∠��� = 45°，

∴∠��� = 45°，

∴∠��� = 135°，

∴∠��� = ∠��� − ∠��� = 135° − ∠���，

∵∠��� = ∠��� − ∠��� − ∠��� = 135° − ∠���，

∴∠��� = ∠���．

【点睛】本题主要考查了三角形内角和定理，平行线的性质的综合运用，解决问题的关键是利用三角形内角

和是 180°进行推算．
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7．（2023春·江苏扬州·七年级校考期末）【探究结论】

（1）如图 1，��∥��，�为形内一点，连结��、��得到∠���，则∠���、∠�、∠�的关系是______（直接写

出结论，不需要证明）：

【探究应用】利用（1）中结论解决下面问题：

（2）如图 2，��∥��，直线��分别交��、��于点�、�，��1和��2为∠���内满足∠1 = ∠2 的两条线，分

别与∠���的平分线交于点�1和�2，求证：∠��1� + ∠�2 = 180°．

（3）如图 3，已知��∥��，�为��上一点，∠��� = 60°，∠��� = 3∠���，若 8° < ∠��� < 20°，∠�的度

数为整数，则∠�的度数为______．

【答案】（1）∠��� = ∠� + ∠�；（2）见解析；（3）42°或 41°

【分析】（1）过点�作�� ∥ ��，根据平行线的性质可得∠� = ∠1，∠2 = ∠�，由此即可得到结论；

（2）由（1）可知：∠��2� = ∠1 + ∠���2，由角平分线的定义结合∠1 = ∠2 可得∠��2� = ∠2 + ∠���2，再

根据三角形的内角和定理可证明结论；

（3）由（1）知：∠��� = ∠��� + ∠���，设∠��� = �，则∠��� = 3�，可求得∠��� = 4� − 60°，结合∠���

度数的取值范围可求解�的取值范围，再利用三角形外角的性质可求解．

【详解】解：（1）如图所示，过点�作�� ∥ ��，

∴ ∠� = ∠1，

∵ �� ∥ ��，�� ∥ ��，

∴ �� ∥ ��，

∴ ∠2 = ∠�．

∵ ∠��� = ∠1 + ∠2，

∴ ∠��� = ∠� + ∠�，
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故答案为：∠��� = ∠� + ∠�；

（2）由（1）可知：∠��2� = ∠1 + ∠���2，

∵ ��2平分∠���，

∴ ∠���2 = ∠���2，

∵ ∠1 = ∠2，

∴ ∠��2� = ∠2 + ∠���2，

∵ ∠��1� + ∠2 + ∠���2 = 180°，

∴ ∠��1� + ∠�2 = 180°；

（3）由（1）知：∠��� = ∠��� + ∠���，

设∠��� = �，则∠��� = 3�，

∵ ∠��� = 60°，

∴ � + 3� = ∠��� + 60°，

∴ ∠��� = 4� − 60°，

又∵ 8° < ∠��� < 20°，

∴ 8° < 4� − 60° < 20°，

解得 17° < � < 20°，

又∵ ∠���是△ ���的外角，

∴ ∠� = ∠��� − ∠��� = ∠��� − �，

∵ ∠�的度数为整数，

∴ � = 18°或 19°，

∴ ∠� = 60° − 18° = 42°或∠� = 60° − 19° = 41°，

故答案为：42°或 41°．

【点睛】本题主要考查平行线的性质，角平分线的定义，三角形的内角和定理等知识的综合运用，灵活运用

平行线的性质求解角的关系是解题的关键．
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8．（2023春·福建泉州·七年级统考期末）在△ ���在中，∠� = ∠�，点�在边��上．

(1)如图①，点�在线段��上，若∠��� = ∠���，证明：∠��� = 2∠���；

(2)如图②，��平分∠���，点�在线段��上，�� ⊥ ��交��延长线于点�，设∠���与∠���的角平分线交

于点�，求∠�与∠���的度数之比

【答案】(1)见解析．

(2)3: 2

【分析】（1）根据三角形的外角定理，∠��� = ∠��� + ∠� = ∠��� + ∠���, ∠��� = ∠��� + ∠��� − ∠�，

而∠��� = ∠��� = ∠� + ∠���，代入上面式子有：∠��� = ∠� + ∠��� + ∠��� − ∠�，而∠� = ∠�，所

以∠��� = ∠� + ∠��� + ∠��� − ∠� = 2∠���，证明了结论；

（2）如图，延长��交��于�，设∠� = �, ∠��� = �；有∠��� = ∠���，根据外角定理有，∠��� = ∠��� + ∠�，

而∠� = 2∠1，∠��� = �，2∠2 = � + 2∠1，而∠1 + ∠� = ∠2 + ∠���，即∠1 + � = ∠2 + �，联立可以找到

�、�的关系式，即可求解．

【详解】（1）证明：∵∠��� = ∠��� + ∠� = ∠��� + ∠���,

∴∠��� = ∠��� + ∠��� − ∠�

又∵∠��� = ∠��� = ∠� + ∠���

∴∠��� = ∠� + ∠��� + ∠��� − ∠�

∵∠� = ∠�，

∴∠��� = ∠� + ∠��� + ∠��� − ∠� = 2∠���

即：∠��� = 2∠���．

（2）解：如图，延长��交��于�，设∠� = �, ∠��� = �
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∵�� ⊥ ��，∠��� = ∠���

∴∠��� + ∠��� = 90°，∠��� + ∠��� = 90°

∴∠��� = ∠���

∴2∠2 = ∠��� + ∠� = � + 2∠1.

∴∠2 − ∠1 = 1
2

�

∵∠1 + � = ∠2 + �

∴� = 1
2

� + �

∴2� = 3�

∴�: � = 2: 3

故：∠�与∠���的度数之比为 2: 3．

【点睛】本题主要考查了三角形外角定理、直角三角形性质、角平分线的定义等知识，熟练运用外角定理，

找到相应的等量关系，并通过等量代换找到角之间的关系是求解的关键．

【类型 3 与三角形有关的角的挖空题】

1．（2023春·江苏扬州·七年级统考期末）如图，四边形����中，作点�� ⊥ ��，设��分别与��、��交于

点�、�．若��平分∠���，且∠2 = ∠3，求证：∠��� = ∠���．

完成下面的证明过程：

证明：∵ �� ⊥ �� （已知） ．

∴ ∠��� = 90°（垂直的定义）．

∵ ��平分∠��� （已知）

∴ ∠1 = ∠2 （ ）

∵ ∠2 = ∠3 （已知）

∴ ∠1 = （等量代换）
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∴ ��//�� （ ）

∴ = ∠��� = 90°（两直线平行，内错角相等）

∴ ∠1 = ∠��� = 90°（直角三角形的两个锐角互余）

同理由�� ⊥ ��，

可得∠2 + ∠��� = 90°

∴ ∠��� = ∠��� （ ）

又∵ ∠��� = ∠��� （对顶角相等 ）

∴ ∠��� = ∠���（等量代换）

【答案】角平分线定义；∠3；内错角相等，两直线平行；∠���；等角的余角相等

【分析】根据垂直的定义可得∠��� = 90°，然后根据角平分线定义可得∠1 = ∠2，根据等量代换可得∠1 =∠3，

再根据内错角相等，两直线平行可证��//��，从而得出∠ACB = ∠��� = 90°，再根据等角的余角相等可

得∠��� = ∠���，最后根据对顶角相等和等量代换即可证出结论．

【详解】证明：∵ �� ⊥ �� （已知） ．

∴ ∠��� = 90°（垂直的定义）．

∵ ��平分∠��� （已知）

∴ ∠1 = ∠2（角平分线定义）

∵ ∠2 = ∠3 （已知）

∴ ∠1 =∠3（等量代换）

∴ ��//��（内错角相等，两直线平行）

∴ ∠ACB = ∠��� = 90°（两直线平行，内错角相等）
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∴ ∠1 = ∠��� = 90°（直角三角形的两个锐角互余）

同理由�� ⊥ ��，

可得∠2 + ∠��� = 90°

∴ ∠��� = ∠���（等角的余角相等）

又∵ ∠��� = ∠��� （对顶角相等 ）

∴ ∠��� = ∠���（等量代换）

故答案为: 角平分线定义；∠3；内错角相等，两直线平行；∠���；等角的余角相等．

【点睛】此题考查的是垂直定义、角平分线的定义、直角三角形的性质和平行线的判定及性质，掌握垂直定

义、角平分线的定义、直角三角形的性质和平行线的判定及性质是解题关键．

2．（2023春·黑龙江大庆·七年级统考期末）如图，AB∥CD，∠BMN与∠DNM的平分线相交于点 G，

完成下面的证明：

∵MG平分∠BMN，

∴∠GMN＝1
2
∠BMN（ ），

同理∠GNM＝
1
2
∠DNM．

∵AB∥CD

∴∠BMN＋∠DNM＝________（ ）．

∴∠GMN＋∠GNM＝________．

∵∠GMN＋∠GNM＋∠G＝________，

∴∠G＝________．

【答案】角分线的定义；180°；两直线平行，同旁内角互补；90°；180°；90°

【分析】根据角平分线的定义，可得∠GMN＝1
2
∠BMN，∠GNM＝

1
2
∠DNM． 再由 AB∥CD，可得∠BMN＋

∠DNM＝180°，从而得到∠GMN＋∠GNM＝90°．然后根据三角形的内角和定理，即可求解．
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【详解】证明：∵MG平分∠BMN，

∴∠GMN＝1
2
∠BMN（角分线的定义），

同理∠GNM＝
1
2
∠DNM．

∵AB∥CD，

∴∠BMN＋∠DNM＝180°（两直线平行，同旁内角互补）．

∴∠GMN＋∠GNM＝90°．

∵∠GMN＋∠GNM＋∠G＝180°，

∴∠G＝90°．

【点睛】本题主要考查了平行线的性质，三角形的内角和定理，角平分线的定义，熟练掌握相关知识点是解

题的关键．

3．（2023春·江苏盐城·七年级校考期中）互动学生课堂上，某小组同学对一个课题展开了探究．

小亮：已知，如图，三角形 ABC，点 D是三角形 ABC内一点，连接 BD，CD，试探究∠BDC与∠A、∠1、

∠2之间的关系．

小明：可以用三角形内角和定理去解决．

小丽：用外角的相关结论也能解决．

（1）请你在横线上补全小明的探究过程：

∵∠BDC+∠DBC+∠BCD＝180°，（ ）

∴∠BDC＝180°﹣∠DBC﹣∠BCD，（等式性质）

∵∠A+∠1+ +∠DBC+∠BCD＝180°，

∴∠A+∠1+∠2＝180°﹣ ﹣∠BCD，

∴∠BDC＝∠A+∠1+∠2． （ ）

（2）请你按照小丽的思路完成探究过程．

【答案】（1）三角形内角和定理；∠2；∠DBC；等量代换；（2）见解析．
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【分析】（1）根据三角形内角和定理、等式的性质解答；

（2）延长 BD交 AC于 E，根据三角形的外角性质证明结论．

【详解】（1）∵∠BDC+∠DBC+∠BCD＝180°，（三角形内角和定理）

∴∠BDC＝180°﹣∠DBC﹣∠BCD，（等式性质）

∵∠A+∠1+∠2+∠DBC+∠BCD＝180°，

∴∠A+∠1+∠2＝180°﹣∠DBC﹣∠BCD，

∴∠BDC＝∠A+∠1+∠2（等量代换），

故答案为：三角形内角和定理；∠2；∠BDC；等量代换；

（2）如图，延长 BD交 AC于 E，

由三角形的外角性质可知，∠BEC＝∠A+∠1，

∴∠BDC＝∠BEC+∠2=∠A+∠1+∠2．

【点睛】本题考查的是三角形的外角性质、三角形内角和定理，掌握三角形的一个外角等于它不相邻的两个

内角和是解题的关键．

4．（2023春·河北衡水·七年级校考期末）如图，已知∠1+∠2＝180°，且∠3＝∠B．

(1)求证：∠AFE＝∠ACB，完成下面的证明．

证明：∵∠2+∠AEC＝180°．∠1+∠2＝180（已知），

∴∠AEC＝∠1（等量代换），

∴AB∥FD（ ），
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∴∠3＝ （两直线平行，内错角相等）．

又∵∠3＝∠B（已知），

∴ ＝∠B（等量代换），

∴ （同位角相等，两直线平行），

∴∠AFE＝∠ACB（ ）；

(2)若 CE平分∠ACB，且∠2＝110°，∠3＝50°，求∠AFE的度数．

【答案】(1)同位角相等，两直线平行；∠AEF；∠AEF；FE∥CB；两直线平行，同位角相等

(2)40°

【分析】（1）由题意可得∠AEC＝∠1，从而可判断 AB∥FD，求出∠AEF＝∠B，得到 FE∥CB，即得∠AFE

＝∠ACB；

（2）利用三角形的内角和可求得∠BCE的度数，再利用角平分线的定义得∠ACB＝2∠BCE，从而得解．

【详解】（1）解：∵∠2+∠AEC＝180°，∠1+∠2＝180°（已知），

∴∠AEC＝∠1（等量代换），

∴AB∥FD（同位角相等，两直线平行），

∴∠3＝∠AEF（两直线平行，内错角相等），

又∵∠3＝∠B（已知），

∴∠AEF＝∠B（等量代换），

∴FE∥CB（同位角相等，两直线平行），

∴∠AFE＝∠ACB（两直线平行，同位角相等），

故答案为：同位角相等，两直线平行；∠AEF；∠AEF；FE∥CB；两直线平行，同位角相等；

（2）∵∠3＝∠B，∠3＝50°，

∴∠B＝50°，

∵∠2＝110°，

∴∠BCE＝180°﹣∠B﹣∠2＝20°，

∵CE平分∠ACB，

∴∠ACB＝2∠BCE＝40°，

∵FE∥CB，
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∴∠AFE＝∠ACB＝40°．

【点睛】本题主要考查平行线的判定与性质，三角形内角和定理，解答的关键是熟记平行线的判定条件与性

质并灵活运用．

5．（2023春·山西晋城·七年级统考期末）综合与实践问题情境：在数学活动课上，全班同学分组进行了一

副三角尺上角的探究活动，如图所示，放置一副三角尺，两个三角尺的顶点 O重合，边��与边��重合，试

求∠���的度数．

（1）探究展示勤奋小组展示了如下的解决方法（请结合图形 1，完成填空）

解：∵∠��� = 45°，∠��� = 60°

∴∠��� =__________（___________________）

又∵∠��� = 90°，

∴∠��� =__________．

（2）反思交流：创新小组受勤奋小组的启发，继续进行探究，如图 2所示，绕顶点 O逆时针旋转△ ���，

当��//��时，求得∠���的度数．（请你写出解答过程）

（3）探索发现：小明受到旋转的启发，继续进行探究（如图 3），继续绕顶点 O逆时针旋转△ ���，使点 B

落在边��上，此时发现∠1 与∠2 之间的数量关系．
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以下是他的解答过程，请补充完整解：在△ ���与△ ���中，

∵∠��� + ∠1 + ∠� = ∠��� + ∠2 + ∠�

又∵∠��� = ∠���（___________________）

∠� =__________，∠� =__________，

∴∠1 + ∠� = ∠2 + ∠�

∠1 − ∠2 =__________．

【答案】（1）75°；三角形内角和是 180°；15°；（2）105°；见解析；（3）对顶角相等；30°；45°；15°

【分析】（1）利用三角形内角和定理求解即可；

（2）利用平行线的性质求得∠AOC=45°，再利用三角形内角和定理求解即可；

（3）在△AOE与△BCE中，利用三角形内角和定理得到∠1+∠A=∠2+∠C，计算即可求解．

【详解】解：∵∠OCD=45°，∠OBC=60°，

∴∠BOC=75°（三角形内角和是 180°），

又∵∠AOB=90°，

∴∠AOC=15°；

（2）解：∵DC∥AO，∠OCD=45°，

∴∠AOC=45°（两直线平行，内错角相等），

又∵∠BAO=30°，

∴∠AEO=180°−∠AOC−∠BAO=180°−45°−30°=105°（三角形内角和是 180°）；

（3）在△AOE与△BCE中，

∵∠AEO+∠1+∠A=∠CEB+∠2+∠C，

又∵∠AEO=∠CEB（对顶角相等），

∠A=30°，∠C=45°，

∴∠1+∠A=∠2+∠C，

∠1−∠2=15°．
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【点睛】本题考查了三角形内角和定理，平行线的性质，正确的识别图形是解题的关键．

【类型 4 探究与三角形有关的角之间的关系】

1．（2023春·全国·七年级期中）将一副三角板中的两块直角三角尺的直角顶点�按如图方式叠放在一起，

其中，∠� = 60°，∠� = 30°；∠� = ∠� = 45°．

(1)①∠��� = 30°时，∠���的度数为_______；②∠��� = 135°时，∠���的度数为_______；

【探究】

(2)由（1）猜想∠���与∠���的数量关系，并说明理由．

【应用】

(3)现按照这种折叠方式，用这样两块直角三角尺的木板制作一个画平行线的工具，需要满足两个三角尺存

在一组边互相平行，若∠���＜180°且点�在直线��的上方时，这两块三角尺是否存在一组边互相平行？若

存在，请直接写出∠���角度所有可能的值（不必说明理由）；若不存在，请说明理由．

【答案】(1)①150°；②45°；

(2)∠��� + ∠��� = 180°，理由见解析；

(3)存在，30°, 45°, 120°, 135°, 165°．

【分析】（1）①首先计算出∠���的度数，再用∠��� + ∠���即可；②首先计算出∠���的度数，再计算出

∠���即可；

（2）根据（1）中的计算结果可得∠��� + ∠��� = 180°，再根据图中的角的和差关系进行推理；

（3）分五种情况进行讨论：当�� ∥ ��时，当�� ∥ ��时，当�� ∥ ��时，当�� ∥ ��时，当�� ∥ ��时，

分别求得∠���的度数．

【详解】（1）解：①∵ ∠��� = 90°，∠��� = 30°，

∴ ∠��� = 90° − 30° = 60°，

∴ ∠��� = ∠��� + ∠��� = 90° + 60° = 150°，

故答案为：150°；
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②∵ ∠��� = 135°，∠��� = 90°，

∴ ∠��� = 135° − 90° = 45°，

∴ ∠��� = 90° − 45° = 45°，

故答案为：45°；

（2）解：∠��� + ∠��� = 180°，

∵ ∠��� = ∠��� + ∠��� = 90° + ∠���，

∴ ∠��� + ∠��� = 90° + ∠��� + ∠��� = 90° + 90° = 180°；

即∠��� + ∠��� = 180°；

（3）解：存在，30°、45°、120°、135°、165°．

理由：当�� ∥ ��时，如图 1所示：

∴ ∠��� = ∠� = 30°，

∴ ∠��� = ∠��� = 30°；

当�� ∥ ��时，如图 2所示：

∴ ∠��� = ∠� = 45°；

当�� ∥ ��时，如图 3所示：
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∴ ∠��� = ∠� = 30°，

∴ ∠��� = 90° + 30° = 120°；

当�� ∥ ��时，如图 4所示：

∴ ∠��� = ∠� = 45°，

∴ ∠��� = 90° + 45° = 135°；

当�� ∥ ��时，延长��交��于�，如图 5所示：

∴ ∠��� = ∠� = 60°，

∵ ∠��� + ∠� + ∠��� = 180°，∠��� +∠��� = 180°，

∴ ∠��� = 15°，
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∴ ∠��� = 180° − ∠��� = 180° − 15° = 165°．

【点睛】本题考查了三角形内角和定理，几何图形中的角度计算，平行线的判定与性质等知识，熟练掌握平

行线的性质，数形结合是解题的关键．

2．（2023春·山西阳泉·七年级统考期末）综合与探究

问题情境：

如图 1，已知�� ∥ ��, ∠��� = 60°, ∠��� = 120°，点 E，F在直线��上，且∠��� = ∠���，��平分∠���．

(1)求∠���的度数．

实践探究：

(2)若左右平行移动��，那么∠���与∠���之间的数量关系是否发生变化?若变化，请说明理由；若不变，

请求出∠���与∠���之间的数量关系．

(3)如图 2，若向左平行移动��，当∠��� = ∠���时，请求出∠���的度数．

【答案】(1)60°

(2)∠��� = 2∠���，理由见解析

(3)90°

【分析】（1）由平行线的性质求出∠��� = 120°，再根据题意及角平分线的定义得出∠��� + ∠��� = 1
2

∠���，

即可求解；

（2）由平行线的性质和三角形外角的性质即可求解；

（3）由题可得��∥��，∠� = 60°，∠��� = 120°，由三角形内角和定理可得∠��� = ∠���，由角平分线的

定义可得∠��� = ∠��� = ∠��� = ∠���，求出∠��� = 1
4

∠��� = 30°，再根据三角形内角和定理求解即可．

【详解】（1）解：∵�� ∥ ��，

∴∠� + ∠��� = 180°，

∵∠��� = 60°，

∴∠��� = 120°，
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∵��平分∠���，

∴∠��� = ∠��� = 1
2

∠���，

∵∠��� = ∠���，

∴∠��� + ∠��� = 1
2

��� + 1
2

∠��� = 1
2

∠��� = 60°；

（2）∠��� = 2∠���，理由如下：

∵�� ∥ ��，

∴∠��� = ∠���，

∵∠��� = ∠���，

∴∠��� = ∠���，

∵∠��� = ∠��� + ∠���，

∴∠��� = 2∠���；

（3）∵�� ∥ ��, ∠��� = 60°, ∠��� = 120°，

∴��∥��，∠� = 60°，∠��� = 120°，

∵∠��� = ∠���，

∴∠��� = ∠���，

∵∠��� = ∠���，∠��� = ∠���，

∴∠��� = ∠��� = ∠��� = ∠���，

∵∠��� = 120°，

∴∠��� = 1
4

∠��� = 30°，

∴∠��� = 180° − ∠� − ∠��� = 90°

【点睛】本题考查了平行线的性质，三角形内角和定理、三角形外角的性质以及角平分线的定义，正确识图

是解题的关键．

3．（2023春·河南南阳·七年级统考期末）问题情景：如图①，有一块直角三角板���放置在△ ���上（P

点在△ ���内），三角板���的两条直角边��、��恰好分别经过点 B和点 C．试问∠���与∠���、∠�是

否存在某种确定的数量关系？
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(1)特殊探究：如图①，若∠� = 50°，∠��� + ∠��� =____度，∠��� + ∠��� =_____度；∠���与∠���、

∠A的数量关系是 ；

(2)类比探究：如图①，若∠� = �，请先写出∠��� + ∠���与∠�的数量关系，并说明理由；

(3)延伸探究：如图②，改变直角三角板���的位置，使 P点在△ ���外，三角板���的两条直角边��、��

仍然分别经过点 B和点 C，则（2）中的结论是否仍然成立？若不成立，请重新写出∠���与∠���、∠�的数

量关系，并说明理由．

【答案】(1)90；40；∠��� + ∠��� = 90° − ∠�

(2)∠��� + ∠��� = 90° − ∠�；理由见解析

(3)不成立；∠��� − ∠��� = 90° − ∠�；理由见解析

【分析】（1）利用三角形内角和定理即可解决问题；

（2）根据题意可得∠��� + ∠��� = 90°，在△ ���中，利用三角形内角和定理即可证明；

（3）在△ ���中，利用三角形内角和定理可得∠��� + ∠��� = 180° − ∠�，再由∠��� + ∠��� = 90°，两

式相减，即可．

【详解】（1）解：根据题意得：∠��� = 90°，

∵∠��� + ∠��� + ∠��� = 180°，

∴∠��� + ∠��� = 90°；

∵∠� = 50°，∠� + ∠��� + ∠��� = 180°，

∴∠��� + ∠��� = 130°，

∴∠��� + ∠��� = ∠��� + ∠��� − ∠��� + ∠��� = 40°；

∴∠��� + ∠��� + ∠� = 40° + 50° = 90°．

故答案为：90；40；∠��� + ∠��� = 90° − ∠�．

（2）解：∠��� + ∠��� = 90° − ∠�；理由如下：

根据题意得：∠��� = 90°，
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∵∠��� + ∠��� + ∠��� = 180°，

∴∠��� + ∠��� = 90°，

∵ ∠��� + ∠��� + ∠��� + ∠��� + ∠� = 180°，

即 90° + ∠��� + ∠��� + ∠� = 180°；

∴∠��� + ∠��� = 90° − ∠�．

（3）解：不成立．结论：∠��� − ∠��� = 90° − ∠�．理由如下：

在△ ���中，∠��� + ∠��� = 180° − ∠�，

∵∠��� = 90°，

∴∠��� + ∠��� = 90°，

∴ ∠��� + ∠��� − ∠��� + ∠��� = 180° − ∠� − 90° = 90° − ∠�，

∴∠��� + ∠��� + ∠��� − ∠��� − ∠��� − ∠��� = 90° − ∠�，

∴∠��� − ∠��� = 90° − ∠�．

【点睛】本题考查三角形内角和定理，解题的关链是理解题意，灵活运用所学知识解决问题，属于中考常考

题型．

4．（2023春·江西赣州·七年级统考期末）认真阅读下面关于三角形内外角平分线所夹角的探究片段，完成

所提出的问题．

(1)探究 1：如图 1，在△ ���中，O是∠���与∠���的平分线��和��的交点，试分析∠���与∠�有怎样的

关系？请说明理由．

(2)探究 2：如图 2中，O是∠���与外角∠���的平分线��和��的交点，试分析∠���与∠�有怎样的关系？

请说明理由．

(3)探究 3：如图 3中，O是外角∠���与外角∠���的平分线��和��的交点，则∠���与∠�又有怎样的关系？

（只写结论，不需证明）结论： ．

【答案】(1)∠��� = 90° + 1
2

∠�，理由见解析
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(2)∠��� = 1
2

∠�，理由见解析

(3)∠��� = 90° − 1
2

∠�

【分析】（1）首先根据角平分线的定义，可得∠1 = 1
2

∠���，∠2 = 1
2

∠��� ∠1 + ∠2 = 1
2

∠��� + ∠��� ，

再根据三角形内角和定理，即可求解；

（2）先由角平分线得出∠1 = 1
2

∠���，∠2 = 1
2

∠���，再由三角形的外角的性质得出，∠2 = 1
2

∠� + ∠1，再

根据三角形外角的性质，即可得出结论；

（3）首先根据三角形的外角性质，得∠��� = ∠� + ∠���，∠��� = ∠� + ∠���，再根据角平分线的定义，

可得∠��� = 1
2

∠���，∠��� = 1
2

∠���，再根据三角形内角和定理，即可求解．

【详解】（1）解：∠��� = 90° + 1
2

∠�，

理由如下：

∵ ��和��分别是∠���与∠���的角平分线

∴ ∠1 = 1
2

∠���，∠2 = 1
2

∠���

∴ ∠1 + ∠2 =
1
2

∠��� + ∠���

又∵ ∠��� + ∠��� = 180° − ∠�

∴ ∠1 + ∠2 =
1
2

180° − ∠� = 90° −
1
2

∠�

∴ ∠��� = 180° − ∠1 + ∠2

= 180° − 90° −
1
2 ∠�

= 90° + 1
2

∠�；

（2）解：∠��� = 1
2

∠�，

理由如下：

∵ ��和��分别是∠���与外角∠���的角平分线，

∴ ∠1 = 1
2

∠���，∠2 = 1
2

∠���，

又∵ ∠���是△ ���的一外角，
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∴ ∠��� = ∠� + ∠���，

∴ ∠2 = 1
2

∠� + ∠��� = 1
2

∠� + ∠1，

∵ ∠2 是△ ���的一外角，

∴ ∠��� = ∠2 − ∠1 = 1
2

∠� + ∠1 − ∠1 = 1
2

∠�；

（3）解：结论∠��� = 90° − 1
2

∠�．

根据三角形的外角性质，得∠��� = ∠� + ∠���，∠��� = ∠� + ∠���，

∵ �是外角∠���与外角∠���的平分线��和��的交点，

∴ ∠��� = 1
2

∠���，∠��� = 1
2

∠���，

∴ ∠��� + ∠��� = 1
2

∠��� + ∠��� = 1
2

∠� + ∠��� + ∠� + ∠��� ，

∵ ∠� + ∠��� + ∠��� = 180°，

∴ ∠��� + ∠��� = 90° + 1
2

∠�，

∴在△ ���中，

∠��� = 180° − ∠��� + ∠��� = 180° − 90° + 1
2

∠� = 90° − 1
2

∠�，

故答案为：∠��� = 90° − 1
2

∠�．

【点睛】此题主要考查了三角形的内角和定理，三角形外角的性质，角平分线的定义，灵活运用三角形的外

角的性质是解本题的关键．

5．（2023春·湖北·七年级统考期末）在△ ���中，��平分∠���交��于点�，点�是线段��上的动点（不

与点�重合），过点�作��∥��交射线��于点�，∠���的平分线所在直线与射线��交于点�．

(1)如图，点�在线段��上运动．

①若∠��� = 40°，∠� = 60°，则∠�的度数是___________；∠���的度数是___________；
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②探究∠���与∠�之间的数量关系，并说明理由；

(2)若点�在线段��上运动时，请直接写出∠���与∠�之间的数量关系．

【答案】(1)①80°；20°②∠��� = 90° − 1
2

∠�

(2)∠��� = 90° + 1
2

∠�

【分析】（1）①直接运用三角形内角和定理以及平行线的性质可求解；②证明∠��� = ∠��� + ∠��� =

1
2

∠��� + ∠� 即可；

（2）证明∠��� = 180° − ∠��� + ∠��� = 180° − 1
2

180° − ∠� 即可．

【详解】（1）①∵ ∠� + ∠��� + ∠��� = 180°，且∠��� = 40°，∠� = 60°，

∴ ∠� = 180° − ∠��� + ∠��� = 180° − 40° + 60° = 80°，

∵ ��平分∠���,

∴ ∠��� =
1
2

∠��� = 20°,

∵ ��∥��,

∴ ∠��� = ∠��� = 20°,

故答案为：80°；20°；

②∵ ��∥��,

∴ ∠��� = ∠���, ∠��� = ∠�,

∵ ��平分∠���, ��平分∠���,

∴ ∠��� =
1
2 ∠���, ∠��� =

1
2 ∠���,

∴ ∠��� =
1
2 ∠���, ∠��� =

1
2 ∠�,

又∠��� = ∠��� + ∠���,

∴ ∠��� =
1
2

∠��� + ∠��� ,

∵ ∠� + ∠��� + ∠��� = 180°,

∴ ∠��� + ∠��� = 180° − ∠�,

∴ ∠��� = 1
2

180° − ∠� = 90° − 1
2

∠�；
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（2）如图,

∵ ��∥��,

∴ ∠��� = ∠���, ∠��� = ∠�,

∵ ��平分∠���, ��平分∠���,

∴ ∠��� =
1
2

∠���, ∠��� =
1
2

∠���,

∴ ∠��� =
1
2

∠���, ∠��� =
1
2

∠�,

又∠��� + ∠��� + ∠��� = 180°,

∴ ∠��� = 180° − ∠��� + ∠���

∴ ∠��� = 180° −
1
2

∠��� + ∠��� ,

∵ ∠� + ∠��� + ∠��� = 180°,

∴ ∠��� + ∠��� = 180° − ∠�,

∴ ∠��� = 180° − 1
2

180° − ∠� = 90° + 1
2

∠�．

【点睛】本题主要考查了平行线的性质，角平分线定义，三角形内角和定理以及三角形外角的性质，正确识

别图形是解答本题的关键．

6．（2023春·广西南宁·七年级统考期末）数学实践活动课上，研究小组探究如下问题：

【问题情境】如图，点 A，O，B在同一条直线上，将一直角三角尺如图①放置，使直角顶点与点 O重合，

其中∠��� = 90°，∠� = 30°，��平分∠���且交 CD所在直线于点 F．

【独立思考】（1）若∠��� = 30°，求∠���的度数；

【实践操作】（2）如图②，将直角三角尺绕点 O旋转，当∠��� = 2∠���时，求∠���的度数；

【深入探究】（3）继续旋转直角三角尺，若��不与��重合，试探究旋转过程中，∠���和∠���之间的数量

关系．
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【答案】（1）75°；（2）40°；（3）2∠��� − ∠��� = 120°或∠��� − 2∠��� = 120°．

【分析】（1）先求出∠��� = 150°，再根据角平分线的定义求出∠��� = 75°，然后根据三角形内角和定理

求解即可；

（2）由角平分线的定义得∠��� = 2∠��� = 2∠���，利用三角形内角和定理得∠��� = 150° − 2∠���，再

根据∠��� + ∠��� = 180°即可求解；

（3）由角平分线的定义得∠��� = 2∠��� = 2∠���，利用三角形外角的性质得��� = 30° − ∠���，再根据

∠��� + ∠��� = 180°即可求解；

【详解】（1）∵∠��� = 30°，

∴∠��� = 180° − 30° = 150°．

∵��平分∠���，

∴∠��� = ∠��� = 1
2

∠��� = 75°，

∴∠��� = 180° − 30° − 75° = 75°．

（2）∵��平分∠���，

∴∠��� = 2∠��� = 2∠���．

∵∠��� = 2∠���，∠� = 30°，

∴∠��� = 180° − ∠� − ∠��� = 150° − 2∠���，

∵∠��� + ∠��� = 180°，

∴∠��� + 2 150° − 2∠��� = 180°，

∴∠��� = 40°；

（3）当��在直线��的上方时，如图 2，

∵��平分∠���，

∴∠��� = 2∠��� = 2∠���．

∵∠��� = 30°，
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∴��� = 180° − ∠� − ∠��� = 150° − ∠���，

∵∠��� + ∠��� = 180°，

∴∠��� + 2 150° − ∠��� = 180°，

∴2∠��� − ∠��� = 120°；

当��在直线��的下方时，如备用图，

∵��平分∠���，

∴∠��� = 2∠��� = 2∠���．

∵∠� = 30°，

∴��� = 30° − ∠���，

∵∠��� + ∠��� = 180°，

∴∠��� + 2 30° − ∠��� = 180°，

∴∠��� − 2∠��� = 120°．

综上可知，∠���和∠���之间的数量关系为：2∠��� − ∠��� = 120°或∠��� − 2∠��� = 120°．

【点睛】本题考查了三角形内角和定理，三角形外角的性质，数形结合是解答本题的关键．

7．（2023春·湖北武汉·七年级统考期中）已知，直线�� ∥ ��．

(1)如图 1，点 E在��、��之间，求证：∠��� = ∠� + ∠�；

(2)如图 2，在（1）的条件下，∠���的平分线交��的延长线于点 F，∠���的平分线交��的延长线于点 G，

试探究∠�，∠�和∠���这三个角之间的数量关系，并说明理由．

(3)如图 3，点 E在直线��的上方，∠���，∠���的平分线交于点 F，若∠� − ∠� = 20°，请直接写出∠��� −

∠���的值．

【答案】(1)见解析

(2)∠� + ∠� = 3
2

∠���，理由见解析

(3)∠��� − ∠��� = 40°



润禾托管

学科网（北京）股份有限公司

48

【分析】（1）作��∥��∥��，根据平行线的性质即可证明结论；

（2）根据三角形的内角和可得∠��� + ∠��� = 360° − ∠��� − ∠��� − ∠� − ∠�，根据角平分线的性质可

得∠��� + ∠��� = 1
2

∠��� + ∠��� ，结合（1）可得∠��� + ∠��� = 1
2

∠���，推得∠��� + ∠��� = 360° −

1
2

∠��� − ∠� − ∠�，故 2∠��� = 1
2

∠��� + ∠� + ∠�，即可得出答案；

（3）根据三角形的外角性质可推得∠� − ∠� = ∠��� − ∠���，根据角平分线的性质，得出∠� − ∠� =

1
2

∠��� − 1
2

∠��� = 20°，即可得出答案．

【详解】（1）证明：如图，作��∥��∥��，

∴∠� = ∠���，∠� = ∠���，

∵∠��� = ∠��� + ∠���，

∴∠��� = ∠� + ∠�．

（2）解：∵∠��� = 180° − ∠���，∠��� = 180° − ∠���，

∴2∠��� = 360° − ∠��� − ∠���，

又∵∠��� = 180° − ∠��� − ∠�，∠��� = 180° − ∠��� − ∠�，

故∠��� + ∠��� = 360° − ∠��� − ∠��� − ∠� − ∠�，

且��、��分别为∠���、∠���的平分线，

∴∠��� = 1
2

∠���，∠��� = 1
2

∠���，

故∠��� + ∠��� = 1
2

∠��� + 1
2

∠��� = 1
2

∠��� + ∠���

由（1）可知∠��� + ∠��� = ∠���

∴∠��� + ∠��� = 1
2

∠��� + 1
2

∠��� = 1
2

∠���，

∴∠��� + ∠��� = 360° − 1
2

∠��� − ∠� − ∠�

又∵2∠��� = 360° − ∠��� − ∠���，
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∴2∠��� = 1
2

∠��� + ∠� + ∠�，

∴∠� + ∠� = 3
2

∠���．

（3）∵∠��� + ∠� = ∠��� + ∠�，

∴∠� − ∠� = ∠��� − ∠���，

∵��，��是∠���、∠���的平分线，

∴∠� − ∠� = 1
2

∠��� − 1
2

∠��� = 20°

∴∠��� − ∠��� = 40°．

【点睛】本题考查了平行线的性质，三角形的内角和，角平分线的性质，三角形的外角性质，作出辅助线是

解题的关键．

8．（2023春·四川泸州·七年级统考期中）如图 1，已知��∥��，��∥��

(1)观察猜想：若∠� = 45°，∠� = 65°，则∠���的度数为

(2)探究问题：请在图 1中探究∠�，∠���与∠�之间有怎样的数量关系，并说明理由.

(3)拓展延伸：若将图 1变为图 2，题设的条件不变，此时∠���，∠���与∠�又有怎样的数量关系呢？请写

出结论并说明理由

【答案】(1)110°

(2)∠��� = ∠� + ∠�；理由见解析

(3)∠��� = ∠� + ∠�，理由见解析

【分析】（1）延长��交��于点 G，交��于点 H，根据平行线的性质求出∠��� = ∠� = 45°，根据三角形外

角的性质求出∠��� = ∠� + ∠��� = 65° + 45° = 110°，最后根据平行线的性质求出结果即可；

（2）根据解析（1）的方法，求解即可；
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（3）延长��交��于点 G，��与��交于点 H，根据平行线的性质得出∠��� = ∠�，∠��� = ∠�，根据三角

形外角的性质即可得出结论．

【详解】（1）解：延长��交��于点 G，交��于点 H，如图所示：

∵��∥��，∠� = 45°，

∴∠��� = ∠� = 45°，

∵∠� = 65°，

∴∠��� = ∠� + ∠��� = 65° + 45° = 110°，

∵��∥��，

∴∠��� = ∠��� = 110°．

故答案为：110°．

（2）解：∠��� = ∠� + ∠�；理由如下：

延长��交��于点 G，交��于点 H，如图所示：

∵��∥��，

∴∠��� = ∠�，

∴∠��� = ∠� + ∠��� = ∠� + ∠�，

∵��∥��，

∴∠��� = ∠��� = ∠� + ∠�．

（3）解：∠��� = ∠� + ∠�，理由如下：

延长��交��于点 G，��与��交于点 H，如图所示：
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∵��∥��，

∴∠��� = ∠�，

∵��∥��，

∴∠��� = ∠�，

∴∠��� = ∠��� + ∠��� = ∠� + ∠�．

【点睛】本题主要考查了平行线的性质和三角形外角的性质，解题的关键是熟练掌握平行线的性质和三角形

一个外角等于和它不相邻的两个内角的和．
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