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【知识点 乘法公式】

平方差公式：(a+b)(a-b)=a2-b2。两个数的和与这两个数的差的积，等于这两个数的平方差。这个公式叫做平

方差公式。

完全平方公式：(a+b)2=a2+2ab+b2，(a-b)2=a2-2ab+b2。两个数的和(或差)的平方，等于它们的平方和，加上(或

减去)它们积的 2倍。这两个公式叫做完全平方公式。

【题型 1 判断运用乘法公式计算的正误】

【例 1】（2023春·贵州毕节·七年级统考期末）计算 � − � + 3 � + � − 3 时，下列变形正确的是（ ）

A． � − � + 3 � + � − 3 B． � + 3 − � � − 3 + �

C． � − � + 3 � + � − 3 D． � − � − 3 � + � − 3

【答案】D

【分析】将 � − 3 看做一个整体，则�是相同项，互为相反项的是 � − 3 ，对照平方差公式变形即可求解．

【详解】解： � − � + 3 � + � − 3 = � − � − 3 � + � − 3 ，

故选：D．

【点睛】本题考查了平方差公式，解题的关键是找出相同项和相反项．
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【变式 1-1】（2023春·浙江杭州·七年级校考期中）下列运算正确的是（ ）

A． � + � −� + � = �2 − �2 B． −� + � 2 =− �2 + 2�� + �2

C． −� − � 2 =− �2 − 2�� − �2 D． � + � � − � = �2 − �2

【答案】A

【分析】根据平方差公式和完全平方公式，逐个进行判断即可．

【详解】解：A、 � + � −� + � = �2 − �2，故 A正确，符合题意；

B、 −� + � 2 = �2 − 2�� + �2，故 B不正确，不符合题意；

C、 −� − � 2 = �2 + 2�� + �2，故 C不正确，不符合题意；

D、 � + � � − � = �2 − �2，故 D不正确，不符合题意；

故选：A．

【点睛】本题主要考查根据平方差公式和完全平方公式，解题的关键是掌握平方差公式 � + � � − � = �2 −

�2和完全平方公式 � ± � 2 = �2 ± 2�� + �2．

【变式 1-2】（2023春·天津滨海新·七年级统考期末）在下列多项式的乘法中，不．可以用平方差．．．公式计算的

是（ ）

A．(� + �)(� − �) B．( − � + �)(� + �)

C．( − � − �)( − � + �) D．(� − �)( − � + �)

【答案】D

【分析】根据平方差公式是两个数的和与这两个数的差相乘等于这两个数的平方差，由此进行判断即可．

【详解】A、B、C选项都是两个数的和与这两个数的差相乘，可以使用平方差公式，

D选项变形后为− (� − �)2，不能使用平方差公式；

故选：D．

【点睛】此题考查了平方差公式，熟练掌握平方差公式是解本题的关键．

【变式 1-3】（2023春·广东茂名·七年级统考期中）下列多项式不是完全平方式的是( )．

A．�2 − 4� − 4 B．1
4

+ �2 + � C．�2 + 2�� + �2 D．�2 + 4� + 4

【答案】A

【分析】根据�2 ± 2�� + �2的形式判断即可；

【详解】�2 − 4� − 4 不是完全平方公式，故 A符合题意；
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1
4

+ �2 + � = 1
2

+ �
2
，故 B不符合题意；

�2 + 2�� + �2 = � + � 2，故 C不符合题意；

�2 + 4� + 4 = � + 2 2，故 D不符合题意；

故选：A．

【点睛】本题主要考查了完全平方公式的判断，准确分析是解题的关键．

【题型 2 利用完全平方式确定系数】

【例 2】（2023春·江苏扬州·七年级统考期末）若将多项式 4�2 − 2� + 1 加上一个单项式成为一个完全平方

式，则这个单项式可以是 ．（只要写出符合条件的一个）

【答案】−2�，6�，− 3
4
，−3�2．

【分析】根据完全平方公式的特点分情况讨论：若把 4�2和 1看成两个平方项，则该完全平方式可以；是(2� −

1)2或(2� + 1)2；②若把 4�2看成一个平方项，把−2�看成二倍两项积，则该完全平方式可以是(2� − 1
2

)2；

③若把 1看成一个平方项，把−2�看成二倍两项积，则该完全平方式可以是(� − 1)2．分别算出所需添加的

单项式即可．

【详解】①若把 4�2和 1看成两个平方项，则该完全平方式可以是(2� − 1)2或(2� + 1)2，

∵ (2� − 1)2 = 4�2 − 4� + 1 = 4�2 − 2� + 1 + ( − 2�)，

∴这个单项式可以是−2�；

∵ (2� + 1)2 = 4�2 + 4� + 1 = 4�2 − 2� + 1 + 6�，

∴这个单项式可以是 6�；

②若把 4�2成一个平方项，把−2�看成二倍两项积，则该完全平方式可以是(2� − 1
2

)2，

∵ (2� − 1
2

)2 = 4�2 − 2� + 1
4

= 4�2 − 2� + 1 + ( − 3
4

)，

∴这个单项式可以是− 3
4
；

③若把 1成一个平方项，把−2�看成二倍两项积，则该完全平方式可以是(� − 1)2，

∵ (� − 1)2 = �2 − 2� + 1 = 4�2 − 2� + 1 + ( − 3�2)，

∴这个单项式可以是−3�2．

综上，添加的这个单项式可以是−2�，6�，− 3
4
，−3�2．
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故答案为：−2�，6�，− 3
4
，−3�2．

【点睛】本题主要考查了完全平方公式，熟练掌握完全平方公式的特点，进行分类讨论是解题的关键．

【变式 2-1】（2023春·四川达州·七年级校考期中）若�2 + 2(� − 3)� + 1 是完全平方式，� + �与� + 2 的乘

积中不含 x的一次项，则��的值为 ．

【答案】4或 16

【分析】利用完全平方公式，以及多项式乘以多项式法则确定出 m与 n的值，代入原式计算即可求出值．

【详解】解：∵�2 + 2(� − 3)� + 1 是完全平方式，

∴� − 3 =± 1，

∴� = 4 或� = 2，

∵� + �与� + 2 的乘积中不含 x的一次项， � + � � + 2 = �2 + � + 2 � + 2�，

∴� + 2 = 0，

∴� =− 2，

当� = 4，� =− 2 时，�� = −2 4 = 16；

当� = 2，� =− 2 时，�� = −2 2 = 4，

则�� = 4 或 16，

故答案为：4或 16．

【点睛】本题考查了完全平方式，以及多项式乘多项式，熟练掌握公式及法则是解本题的关键．

【变式 2-2】（2023春·七年级课时练习）若 9�2 − � − 1 �� + 25�2是关于�的完全平方式，则� = ．

【答案】31 或−29/−29 或 31

【分析】由 9�2 − � − 1 �� + 25�2是关于�的完全平方式，得出 9�2 − � − 1 �� + 25�2 = 3� ± 5� 2，进而

得出− � − 1 =± 30，即可求出�的值．

【详解】解：∵9�2 − � − 1 �� + 25�2是关于�的完全平方式，

∴9�2 − � − 1 �� + 25�2 = 3� ± 5� 2，

∴− � − 1 =± 30，

解得：� = 31 或−29，

故答案为：31 或−29

【点睛】本题考查了完全平方式，掌握完全平方式的特点，考虑两种情况是解决问题的关键．



润禾托管

学科网（北京）股份有限公司

【变式 2-3】（2023春·福建泉州·七年级晋江市季延中学校考期中）已知 B是含字母 x的单项式，要使�2 + � + 1
4

是完全平方式，那么� = ．

【答案】±�或�4．

【分析】分类讨论：①当�2 + � + 1
4
是完全平方式时和当� + �2 + 1

4
是完全平方式时，再根据完全平方式的特

点即可得出答案．

【详解】解：分类讨论：①当�2 + � + 1
4
是完全平方式时．

∵�2 + � + 1
4

= �2 + � + 1
2

2
，

∴� =± 2 × � × 1
2

=± �；

②当� + �2 + 1
4
是完全平方式时．

∵� + �2 + 1
4

= � + 2 × �2 × 1
2

+ 1
2

2
，

∴� = �4．

综上可知，� =± �或�4．

故答案为：±�或�4．

【点睛】本题考查完全平方式．掌握完全平方式的结构特征和利用分类讨论的思想是解题关键．

【题型 3 乘法公式的计算】

【例 3】（2023春·云南昭通·七年级校考期末）计算：

(1)(2� − � + 3�)(2� + 3� + �)；

(2)化简求值：(� − 3)(� + 3) − (�2 − 2� + 1)，其中� = 1
2
．

【答案】(1)4�2 + 12�� + 9�2 − �2

(2)2� − 10，−9

【分析】（1）先把原式化为 (2� + 3�) − � (2� + 3�) + � ，再利用平方差公式和完全平方公式计算即可；

（2）先利用平方差公式和去括号法则展开，再合并同类项，最后求值即可．

【详解】（1）解：原式= (2� + 3�) − � (2� + 3�) + �

= (2� + 3�)2 − �2
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= 4�2 + 12�� + 9�2 − �2；

（2）原式= �2 − 9 − �2 + 2� − 1

= 2� − 10，

当� = 1
2
时，

原式= 1 − 10

=− 9．

【点睛】本题考查了整式的混合运算以及平方差公式，熟练掌握整式的混合运算法则是解本题的关键．

【变式 3-1】（2023春·山东东营·六年级统考期末）利用整式乘法公式计算．

(1)1002 − 98 × 102；

(2) � + � + 3 � + � − 3 ；

(3) −2� + 3 −2� − 3 ；

(4) 1
2

� − 2�
2
．

【答案】(1)4

(2)�2 + 2�� + �2 − 9

(3)4�2 − 9

(4)1
4

�2 − 2�� + 4�2

【分析】（1）首先把 98 × 102 转化为 100 − 2 × 100 + 2 ，然后再根据平方差公式计算即可；

（2）利用平方差公式变形，然后再根据完全平方公式计算即可；

（3）根据平方差公式计算即可；

（4）根据完全平方公式计算即可．

【详解】（1）解：1002 − 98 × 102

= 1002 − 100 − 2 × 100 + 2

= 1002 − 1002 − 22

= 1002 − 1002 + 22

= 4；

（2）解： � + � + 3 � + � − 3
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= � + � + 3 � + � − 3

= � + � 2 − 32

= �2 + 2�� + �2 − 9；

（3）解： −2� + 3 −2� − 3

= −2� 2 − 32

= 4�2 − 9；

（4）解：
1
2

� − 2�
2

= 1
4

�2 − 2�� + 4�2．

【点睛】本题考查了平方差公式和完全平方公式，解本题的关键在熟练掌握整式的乘法公式进行计算．

【变式 3-2】（2023春·湖南永州·七年级校联考期中） 1 − 1
22 1 − 1

32 1 − 1
42 . . . 1 − 1

142 = ．

【答案】
15
28

【分析】根据平方差公式得， 1 − 1
22 1 − 1

32 1 − 1
42 . . . 1 − 1

142 = 1 − 1
2

1 + 1
2

1 − 1
3

1 + 1
3

1 −

1
4

1 + 1
4

. . . 1 − 1
14

1 + 1
14

= 1
2

× 3
2

× 2
3

× 4
3

× 3
4

× 5
4

. . . × 13
14

× 15
14
，然后计算求解即可．

【详解】解： 1 − 1
22 1 − 1

32 1 − 1
42 . . . 1 − 1

142

= 1 −
1
2

1 +
1
2

1 −
1
3

1 +
1
3

1 −
1
4

1 +
1
4

. . . 1 −
1
14

1 +
1

14

=
1
2

×
3
2

×
2
3

×
4
3

×
3
4

×
5
4

. . . ×
13
14

×
15
14

=
1
2 ×

15
14

= 15
28
，

故答案为：
15
28
．

【点睛】本题考查了平方差公式的应用．解题的关键在于对知识的熟练掌握与灵活运用．

【变式 3-3】（2023春·江西抚州·七年级校联考期中）运用乘法公式计算：

(1) 2� − 3� −2� − 3� − (2� − 3�)2

(2)1002 − 992 + 982 − 972 + … + 22 − 12．

【答案】(1)−8�2 + 12��
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(2)5050

【分析】 1 原式第一项利用平方差是化简，第二项利用完全平方公式展开，去括号合并即可得到结果；

2 原式结合后，利用平方差公式化简，计算即可得到结果．

【详解】（1）原式= 9�2 − 4�2 − 4�2 + 12�� − 9�2

=− 8�2 + 12��；

（2）原式= 100 + 99 × 100 − 99 + 98 + 97 × 98 − 97 + … + 2 + 1 × 2 − 1

= 100 + 99 + 98 + 97 + 96 + …… + 1

= 5050．

【点睛】本题考查了平方差公式和完全平方公式的应用，熟练掌握运算法则是解题的关键．

【题型 4 利用乘法公式求值】

【例 4】（2023春·山东济南·七年级统考期末）设 � = � − 2022，� = � − 2024，� = � − 2023．若�2 + �2 = 16，

则�2的值是( )

A．5 B．6 C．7 D．8

【答案】C

【分析】根据完全平方公式得出�� = 6，� − � = 2，进而根据已知条件得出�2 = (� − 1)(� + 1)，进而即可

求解．

【详解】∵ � = � − 2022，� = � − 2024，� = � − 2023，

∴ � − 1 = � − 2023 = � = � + 1，� − � = 2，

∵ �2 + �2 = 16，

∴ (� − �)2 + 2�� = 16，

∴ �� = 6，

∴ �2 = (� − 1)(� + 1)

= �� + � − � − 1

= 6 + 2 − 1

= 7，

故选：C．

【点睛】本题考查了完全平方公式变形求值，根据题意得出�2 = (� − 1)(� + 1)是解题的关键．
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【变式 4-1】（2023春·广西贵港·七年级校考期末）若� − � − 7 = 0，则代数式�2 − �2 − 14�的值为 ．

【答案】49

【分析】先计算� − �的值，再将所求代数式利用平方差公式分解前两项后，将� − �的值代入化简计算，然

后再代入计算即可求解．

【详解】解：∵� − � − 7 = 0，

∴� − � = 7，

∴�2 − �2 − 14�

= � + � � − � − 14�

=7 � + � − 14�

=7� + 7� − 14�

=7 � − �

=49．

故答案为：49．

【点睛】本题主要考查因式分解的应用，通过平方差公式分解因式后整体代入是解题的关键．

【变式 4-2】（2023春·湖南永州·七年级校考期中）（1）已知� + 1
�

= 3，求�2 + 1
�2的值；

（2）已知 � − � 2 = 9，�� = 18，求�2 + �2的值．

【答案】（1）7；（2）45

【分析】（1）根据完全平方和公式恒等变形后，代值求解即可得到答案；

（2）根据完全平方差公式，代值求解即可得到答案．

【详解】解：（1）∵ �2 + 1
�2 = � + 1

�

2
− 2，� + 1

�
= 3，

∴原式= 32 − 2

= 9 − 2

= 7；

（2）∵ � − � 2 = �2 − 2�� + �2， � − � 2 = 9，�� = 18，

∴ 9 = �2 − 2 × 18 + �2，解得�2 + �2 = 9 + 2 × 18 = 45．

【点睛】本题考查代数式求值，涉及完全平方公式，熟记完全平方和与完全平方差公式是解决问题的关键．

【变式 4-3】（2023春·陕西西安·七年级校考期中）已知 m满足 3� − 2015 2 + 2014 − 3� 2 = 5．
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(1)求 2015 − 3� 2014 − 3� 的值．

(2)求 6� − 4029 的值．

【答案】(1)−2

(2)±3

【分析】（1）原式利用完全平方公式化简，计算即可确定出原式的值；

（2）原式利用完全平方公式变形，计算即可得到结果．

【详解】（1）解：设� = 3� − 2015，� = 2014 − 3�，

可得� + � =− 1，�2 + �2 = 5，

∵（� + �）
2

= �2 + �2 + 2��，

∴ 1 = 5 + 2��，即�� =− 2，

则 2015 − 3� 2014 − 3� = 3� − 2015 2014 − 3� =− �� = 2；

（2）解：设� = 3� − 2015，� = 2014 − 3�，可得 6� − 4029 = 3� − 2015 − 2014 − 3� = � − �，

∵ � − � 2 = �2 + �2 − 2��，

∴ 6� − 4029 2 = � − � 2 = �2 + �2 − 2�� = 5 + 4 = 9，

则 6m − 4029 =± 3．

【点睛】此题考查了完全平方公式，熟练掌握公式及运算法则是解本题的关键．

【题型 5 利用面积法验证乘法公式】

【例 5】（2023春·七年级课时练习）如图，阴影部分是在边长为 a的大正方形中剪去一个边长为 b的小正方

形后所得到的图形，将阴影部分通过割、拼，形成新的图形．给出下列 2种割拼方法，其中能够验证平方

差公式的是（ ）

A．① B．② C．①② D．①②都不能

【答案】C
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【分析】分别在两个图形中表示出阴影部分的面积，继而可得出验证公式，即可得到答案．

【详解】解：在图①中，

左边的图形中阴影部分的面积为：�2 − �2，

右边图形中的阴影部分的面积为： � + � � − � ，

故可得：�2 − �2 = � + � � − � ，可验证平方差公式，符合题意；

在图②中，

左边的图形中阴影部分的面积为：�2 − �2，

右边图形中的阴影部分的面积为： � + � � − � ，

故可得：�2 − �2 = � + � � − � ，可验证平方差公式，符合题意；

故能够验证平方差公式的是：①②，

故选：C．

【点睛】本题主要考查了平方差公式，运用不同方法表示阴影部分的面积是解题的关键．

【变式 5-1】（2023春·山东烟台·六年级统考期末）在下面的正方形分割方案中，可以验证 � + � 2 = � − � 2 +

4��的图形是（ ）

A． B．

C． D．

【答案】C

【分析】用面积公式和作差法求小正方形、长方形的面积，令其与大正方形相等．

【详解】A、不能验证公式，该选项不符合题意；

B、可以验证 � + � 2 = �2 + 2�� + �2，该选项不符合题意；

C、可以验证 � + � 2 = � − � 2 + 4��，该选项符合题意；
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D、可以验证�2 = � − � 2 + 2�� − �2，即 � − � 2 = �2 − 2�� + �2，该选项不符合题意．

故选：C．

【点睛】本题考查了完全平方公式的几何验证，解题的关键在于对知识的熟练掌握与灵活运用．

【变式 5-2】（2023春·福建宁德·七年级校联考期中）下列等式不能用如图所示的方形网格验证的是（ ）

A． � + � 2 = �2 + 2�� + �2

B． � + � � + � = �� + �� + �2 + ��

C． � + � + � 2 = �2 + �2 + �2 + 2�� + 2�� + 2��

D． � + � � − � = �2 − �2

【答案】D

【分析】利用图形面积直接得出等式，从而可选择．

【详解】解：等式 � + � 2 = �2 + 2�� + �2是由边长为 � + � 的正方形推导而出，故 A可验证，不符合题意；

等式 � + � � + � = �� + �� + �2 + ��是由长为 � + � ，宽为 � + � 的长方形推导而出，故 B可验证，不

符合题意；

等式 � + � + � 2 = �2 + �2 + �2 + 2�� + 2�� + 2��是由边长为 � + � + � 的正方形推导而出，故 C可验证，

不符合题意；

等式 � + � � − � = �2 − �2，图中找不到有关于� − �的面积，故 D不可验证，符合题意．

故选 D．

【点睛】本题考查多项式的乘法与图形面积．利用数形结合的思想是解题关键．

【变式 5-3】（2023春·江西抚州·七年级统考期末）（1）课本再现：如图 1，2是“数形结合”的典型实例，应

用“等积法”验证乘法公式．图 1验证的是______，图 2验证的是______；

（2）应用公式计算：

①已知� + � = 5，�� =− 1，求�2 + �2的值；

②求20222 − 2021 × 2023 的值．
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【答案】（1） � + � 2 = �2 + �2 + 2��，�2 − �2 = � + � � − � ；（2）①27；②1

【分析】（1）根据图 1中大正方形的面积为两个小正方形的面积与两个长方形的面积之和得到完全平方公

式，根据图 2中左右两边阴影部分的面积相等得到平方差公式；

（2）①利用�2 + �2 = � + � 2 − 2��进行计算即可；②利用平方差公式将 2021 × 2023 = 2022 −

1 2022 + 1 = 20222 − 1 化简即可．

【详解】解：（1）图 1中，

边长为�的正方形的面积为�2，

边长为�的正方形的面积为�2，

长为�宽为�的长方形的面积为��，

大正方形的边长为 � + � ，面积为 � + � 2，

∵大正方形的面积为两个小正方形的面积与两个长方形的面积之和，

∴ � + � 2 = �2 + �2 + 2��

图 2中，

左边阴影部分的面积为：�2 − �2，

右边阴影部分的面积为： � + � � − � ，

∵左右两边的阴影部分面积相等，

∴ �2 − �2 = � + � � − � ，

故答案为： � + � 2 = �2 + �2 + 2��，�2 − �2 = � + � � − � ；

（2）① ∵ � + � = 5，�� =− 1，

∴ �2 + �2 = � + � 2 − 2�� = 52 − 2 × −1 = 27；

② 20222 − 2021 × 2023

= 20222 − 2022 − 1 2022 + 1
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= 20222 − 20222 − 1

= 1．

【点睛】本题主要考查了完全平方公式和平方差公式，熟练掌握 � + � 2 = �2 + �2 + 2��，�2 − �2 = � +

� � − � 是解题的关键．

【题型 6 乘法公式的应用】

【例 6】（2023春·浙江宁波·七年级校考期中）如图，为了美化校园，某校要在面积为 30平方米长方形空地

����中划出长方形����和长方形����，若两者的重合部分����恰好是一个边长为 3米的正方形，现将

图中阴影部分区域作为花圃，若长方形空地����的长和宽分别为�和�，� > �，花圃区域����和����

总周长为 14米，则 m-n的值为（ ）

A．4 米 B．7 米 C．5 米 D．3.5 米

【答案】B

【分析】根据长方形的周长及面积计算公式，可找出关于 m，n的方程组，变形后可得出(� − �)2 = 49，解

之取其正值即可得出结论．

【详解】解：依题意得：
2(� − 3) + 2(� − 3) = 14①

�� = 30②
，

由①可得：� + � = 13，

∵(� − �)2 = (� + �)2 − 4��，

∴(� − �)2 = 49，

∴� − � = 7 或� − � =− 7(不合题意，舍去)．

故选：B．

【点睛】本题考查了完全平方公式的几何背景，牢记(� ± �)2 = �2 ± 2�� + �2是解题的关键．

【变式 6-1】（2023春·陕西西安·七年级校考期中）我们知道，将完全平方公式 � ± � 2 = �2 ± 2�� + �2适当

的变形，可以解决很多数学问题．请你观察、思考，并解决以下问题：



润禾托管

学科网（北京）股份有限公司

(1)若� + � = 9，�� = 10，求�2 + �2的值；

(2)如图，一农家乐准备在原有长方形用地（即长方形����）上进行装修和扩建，先用长为 120m的装饰性

篱笆围起该长方形院子，再以��、��为边分别向外扩建正方形����、正方形����的空地，并在两块正方

形空地上建造功能性花园，该功能性花园面积和为 2000m2，求原有长方形用地����的面积．

【答案】(1)61

(2)800m2

【分析】(1)利用完全平方公式代入计算即可；

(2)设�� = �m，�� = �m,由周长可得� + � = 60, 由两块正方形的面积和为 2000 平方米，�² + �² = 2000,

求��即可.

【详解】（1）∵(� + �)² = �² + �² + 2��, � + � = 9，�� = 10,

∴�² + �² = (� + �)² − 2�� = 92 − 2 × 10 = 61,

（2）设�� = �m，�� = �m,

∵长方形����的周长是 120 米,

∴2(� + �) = 120,

即� + � = 60,

又∵两块正方形的面积和为 2000 平方米，

∴�² + �² = 2000,

∴ �� = �+� 2− �2+�2

2
= 602−2000

2
= 800，

答: 长方形����的面积为 800 平方米.

【点睛】本题考查完全平方公式的几何背景，掌握完全平方公式的结构特征是正确应用的前提，适当的等式

变形是解决问题的的关键.

【变式 6-2】（2023春·湖南邵阳·七年级统考期中）如图，某校一块边长为 2�m 的正方形空地是七年级四个
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班的清洁区，其中分给七年级（1）班的清洁区是一块边长为 � − 2� m 的正方形．(0 < 2� < �)

(1)分别求出七年级（2）班、七年级（3）班的清洁区的面积．

(2)七年级（4）班的清洁区的面积比七年级（1）班的清洁区的面积多多少？

【答案】(1)七年级（2）班、七年级（3）班的清洁区的面积均为 � + 2� � − 2� = �2 − 4�2 m2

(2)多 8�� m2

【分析】（1）根据图形可知：七年级（2）班、七年级（3）班的清洁区为长方形，通过 2� − � − 2� = � + 2� m ，

可求出对应的长， � + 2� � − 2� = �2 − 4�2 m2 ，即可解答此题．

（2）由正方形的面积公式可得到： � + 2� 2 − � − 2� 2 = �2 + 4�� + 4�2 − �2 − 4�� + 4�2 = 8�� m2 ，

从而解答此题．

【详解】（1）解：（1）因为 2� − � − 2� = � + 2� m ，

所以七年级（2）班、七年级（3）班的清洁区的面积均为 � + 2� � − 2� = �2 − 4�2 m2 ．

（2）因为 � + 2� 2 − � − 2� 2 = �2 + 4�� + 4�2 − �2 − 4�� + 4�2 = 8�� m2 ，

所以七年级（4）班的清洁区的面积比七年级（1）班的清洁区的面积多 8�� m2．

【点睛】本题考查了整式的乘法，熟练掌握完全平方公式、平方差公式是解本题的关键．

【变式 6-3】（2023春·浙江温州·七年级期中）学校为迎接艺术节，准备在一个正方形空地����上搭建一个

表演舞台，如图所示，正中间是“红五月”三个正方形平台．其中“五”字正方形和“月”字正方形边长均为 a米，

“红”字正方形边长为 b米．Ⅰ号区域布置造型背景，Ⅱ号区域设置为乐队演奏席．
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(1)用含 a，b的代数式表示阴影部分的面积（即Ⅰ和Ⅱ面积之和）并化简；

(2)若阴影部分的面积（即Ⅰ和Ⅱ面积之和）为 288平方米，且� + � = 20 米，求“红”字正方形边长 b的值．

【答案】(1)2�2 + 4��

(2)16

【分析】（1）根据题意，分别表示出正方形空地����的面积和“红五月”三个正方形平台的面积，相减即为

阴影部分的面积；

（2）根据阴影部分的面积求出�2 + 2�� = 144，再根据� + � = 20，得到�2 + 2�� + �2 = 400，进而求得�2 =

256，即可求出正方形边长 b的值．

【详解】（1）解：由题意可知，正方形空地����的边长为 2� + �，

∴正方形空地����的面积为 2� + � 2，

∵“红五月”三个正方形平台的面积为�2 + �2 + �2 = 2�2 + �2，

∴阴影部分的面积为 2� + � 2 − 2�2 + �2 = 4�2 + 4�� + �2 − 2�2 − �2 = 2�2 + 4��；

（2）解：阴影部分的面积为 288平方米，

∴ 2�2 + 4�� = 288，

∴ �2 + 2�� = 144，

∵ � + � = 20，

∴ � + � 2 = �2 + 2�� + �2 = 400，

∴ �2 = 400 − 144 = 256，

∵ � > 0,

∴ � = 16．
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【点睛】本题考查了正方形的面积公式，列代数式，完全平方公式，平方根知识，根据题意正确得出阴影部

分的面积是解题关键．

【题型 7 平方差公式的几何背景】

【例 7】（2023春·安徽安庆·七年级统考期中）将边长为�的正方形的左上角剪掉一个边长为�的正方形(如图

1)，将剩下部分按照虚线分割成①和②两部分，将①和②两部分拼成一个长方形(如图 2)，解答下列问题：

(1)设图 1 中阴影部分的面积为�1，图 2 中阴影部分的面积为�2，请用含�，�的式子表示：�1 = ______ ，�2 =

______ ；(不必化简)

(2)由（1）中的结果可以验证的乘法公式是______ ；

(3)利用（2）中得到的公式，计算：20232 − 2022 × 2024．

【答案】(1)�2 − �2， � + � � − �

(2) � + � � − � = �2 − �2

(3)1

【分析】（1）根据图形的和差关系表示出�1，根据长方形的面积公式表示出�2；

（2）由（1）中的结果可验证的乘法公式是 � + � � − � = �2 − �2；

（3）由（2）中所得公式，可得 2022 × 2024 = 2023 + 1 2023 − 1 = 20232 − 1，从而简便计算出该题结

果．

【详解】（1）解：由题意得，�1 = �2 − �2，

�2 = � + � � − � ．

故答案为：�2 − �2， � + � � − � ；

（2）解：由（1）中的结果可验证的乘法公式为 � + � � − � = �2 − �2．

故答案为： � + � � − � = �2 − �2；

（3）解：由（2）中所得乘法公式 � + � � − � = �2 − �2可得，
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20232 − 2021 × 2023

= 20232 − 2023 + 1 × 2023 − 1

= 20232 − 20232 − 1

= 20232 − 20232 + 1

= 1．

【点睛】本题考查了平方差公式几何背景的应用能力，掌握图形准确列式验证平方差公式，并能利用所验证

公式解决相关问题是关键．

【变式 7-1】（2023春·全国·七年级期末）如图 1的两个长方形可以按不同的形式拼成图 2和图 3两个图形．

(1)在图 2中的阴影部分的面积 S1可表示为 ；（写成多项式乘法的形式）；在图 3中的阴影部分的面积 S2

可表示为 ；（写成两数平方差的形式）；

(2)比较图 2与图 3的阴影部分面积，可以得到的等式是 ；

A.（a＋b）2＝a2＋2ab＋b2

B.（a＋b）（a﹣b）＝a2﹣b2

C.（a﹣b）2＝a2﹣2ab＋b2

(3)请利用所得等式解决下面的问题：

①已知 4m2﹣n2＝12，2m＋n＝4，则 2m﹣n＝ ；

②计算（2＋1）（22＋1）（24＋1）（28＋1）×…×（232＋1）＋1的值，并直接写出该值的个位数字是多少．

【答案】(1)（a+b）（a﹣b），a2﹣b2；

(2)B

(3)①3，②264，6

【分析】（1）根据长方形和正方形的面积公式即可求解即可；

（2）根据两个阴影部分的面积相等由（1）的结果即可解答.
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（3）①利用（2）得到的等式求解即可；②可以先把原式乘上一个（2﹣1），这样可以和（2+1）凑成平方

差公式，以此逐步解答即可．

【详解】（1）解：图 2中长方形的长为（a+b），宽为（a﹣b），因此面积为（a+b）（a﹣b），

图 3中阴影部分的面积为两个正方形的面积差，即 a2﹣b2．

故答案为：（a+b）（a﹣b），a2﹣b2．

（2）解：由（1）得（a+b）（a﹣b）＝a2﹣b2；

故选 B．

（3）解：①因为 4m2﹣n2＝12，所以（2m+n）（2m﹣n）＝12，

又因为 2m+n＝4，

所以 2m﹣n＝12÷4＝3．

故答案为：3；

②（2＋1）（22＋1）（24＋1）（28＋1）×…×（232＋1）＋1

＝（2﹣1）（2+1）（22+1）（24+1）（28+1）+…+（232+1）+1

＝（22﹣1）（22+1）（24+1）（28+1）+…+（232+1）+1

＝（24﹣1）（24+1）（28+1）+…+（232+1）+1

＝……

＝264﹣1+1

＝264，

而 21＝2，22＝4，23＝8，24＝16，25＝32，26＝64，27＝128，28＝256……，其个位数字 2，4，8，6，重复

出现，而 64÷4＝16，于是“2、4、8、6”经过 16次循环，

因此 264的个位数字为 6．

答：其结果的个位数字为 6．

【点睛】本题主要考查了平方差公式的应用和数字类规律，灵活应用平方差公式成为解答本题的关键．

【变式 7-2】（2023春·陕西咸阳·七年级咸阳市秦都中学校考阶段练习）【知识生成】

（1）我们已经知道，通过计算几何图形的面积可以表示一些代数恒等式，例如：从边长为�的正方形中剪掉

一个边长为�的正方形如图 1，然后将剩余部分拼成一个长方形如图 2．图 1 中剩余部分的面积为______，

图 2 的面积为______，请写出这个代数恒等式；

【知识应用】
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（2）应用（1）中的公式，完成下面任务：若�是不为 0 的有理数，已知� = � + 2� � − 2� ，� = � + � � −

� ，比较�、�大小；

【知识迁移】

（3）事实上，通过计算几何图形的体积也可以表示一些代数恒等式，图 3 表示的是一个边长为�的正方体挖

去一个小长方体后重新拼成一个新长方体，请你根据图 3 中图形的变化关系，通过计算写出一个代数恒等

式．

【答案】（1）−3�2；（2）� < �；（3）� � + 1 � − 1 = �3 − �．

【分析】（1）分别用代数式表示图 1，图 2 的面积即可；

（2）利用（1）中得到的等式计算� − �的值即可；

（3）分别用代数式表示图 3 中左图和右图的体积即可．

【详解】解：（1）图 1 中剩余部分的面积为�2 − �2，

图 2 的面积为 � + � � − � ，

所以代数恒等式为 � + � � − � = �2 − �2；

（2）∵ � = � + 2� � − 2� ，� = � + � � − � ，

∴ � − � = � + 2� � − 2� − � + � � − � = �2 − 4�2 − �2 − �2 =− 3�2

因为�是不为 0 的有理数，

所以−3�2 < 0，即� − � < 0，所以� < �；

（3）图 3中左图的体积为� ⋅ � ⋅ � − 1 × 1 × � = �3 − �，

图 3中右图是长为� + 1，宽为�，高为� − 1 的长方体，

因此体积为 � + 1 ⋅ � ⋅ � − 1 ，所以有� � + 1 � − 1 = �3 − �．

【点睛】本题考查平方差公式的几何背景，掌握平方差公式的结构特征是正确应用的前提，利用代数式表示

图形的面积和体积是正确解答的关键．

【变式 7-3】（2023春·山西大同·七年级统考期中）【实践操作】
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（1）如图①，在边长为 a的大正方形中剪去一个边长为 b的小正方形(� > �)，把图①中 L形的纸片按图②

剪拼，改造成了一个大长方形如图③，请求出图③中大长方形的面积；

（2）请写出图①、图②、图③验证的乘法公式为： ．

【应用探究】

（3）利用（2）中验证的公式简便计算：499 × 501 + 1；

（4）计算： 1 − 1
22 × 1 − 1

32 × 1 − 1
42 × … × 1 − 1

20212 × 1 − 1
20222 ．

【知识迁移】

（5）类似地，我们还可以通过对立体图形进行变换得到代数恒等式如图④，将一个棱长为 a的正方体中去

掉一个棱长为 b的正方体，再把剩余立体图形切割分成三部分如图⑤，利用立体图形的体积，可得恒等式

为：�3 − �3 = ．（结果不需要化简）

【答案】(1)�2 − �2；(2)(� − �)(� + �) = �2 − �2；(3)250000；(4)2023
4044

；(5)(� − �)�2 + (� − �)�2 + (� − �)��

或(� − �)(�2 + �2 + ��)

【分析】（1）利用长方形的面积等于长乘以宽即可．

（2）图③中大长方形的面积等于图①的阴影部分面积，分别计算即可得出：(� − �)(� + �) = �2 − �2

（3）观察（2）的的乘法公式的特点是两数之和乘以两数之差，故将 499拆成 500 − 1，将 501拆成 500 + 1
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即可．

（4）利用�2 − �2 = � + � � − � 将各个因其进行因式分解后，再将各因式通分相加，发现每相邻两个的乘

积为 0，故答案为第一个因式乘以最后一个因式．

（5）将立体图形分割成三部分，分别为：�2 � − � 、�2 � − � 、�� � − � ，其和为�2 � − � + �2 � − � +

�� � − � ，恰等于�3 − �3．

【详解】解：（1）长方形的面积为：

2(� − �)(
� − �

2
+ �)

= (� − �)(� − � + 2�)

= (� − �)(� + �)

= �2 − �2；

（2）图③整个大长方形的面积等于图①阴影部分的面积：

∴(� − �)(� + �) = �2 − �2；

（3）原式= (500 − 1) × (500 + 1) + 1

=5002-12+1

= 250000；

（4）原式= 1 − 1
2

1 + 1
2

1 − 1
3

1 + 1
3

1 − 1
4

1 + 1
4

⋯ 1 − 1
2021

1 + 1
2021

1 − 1
2022

1 + 1
2022

=
1
2

×
3
2

×
2
3

×
4
3

×
3
4

×
4
5

× ⋯ ×
2020
2021

×
2022
2021

×
2021
2022

×
2023
2022

=
1
2

×
2023
2022

= 2023
4044

；

（5）将立体图形分割成三部分，分别为：�2(� − �)、�2(� − �)、��(� − �)，其和为�2(� − �) + �2(� − �) +

��(� − �) = �3 − �3．

故答案为：�2(� − �) + �2(� − �) + ��(� − �)．

【点睛】本题考查了“数形结合”中的乘法公式及其灵活运用，解题的关键是善于发现规律并总结规律．

【题型 8 完全平方公式的几何背景】

【例 8】（2023春·浙江温州·七年级校联考期中）图 1，是一个长为 2�，宽为 2�的长方形，沿图中虚线用剪

刀平均分成四块小长方形，然后按图 2的形状拼成一个正方形．
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(1)图 2中的阴影部分的面积为 ；

(2)观察图 2，三个代数式 � + � 2，(� − �)2，��之间的等量关系是 ；

(3)若� + � =− 6，�� = 11
4
，则� − � = ；（直接写出答案）

【答案】(1)(� − �)2

(2)(� + �)2 − 4�� = (� − �)2

(3)±5

【分析】（1）根据阴影部分的面积等于右边大正方形的面积减去左边矩形的面积进而得出答案；

（2）由（1）中计算过程可得答案；

（3）根据（2）中的等式可得答案．

【详解】（1）解：图 2中的阴影部分为正方形，边长为 � − � ，则面积为 � − � 2．

故答案为：(� − �)2；

（2）解：左边图形的面积= 2� × 2� = 4��，

右边的大正方形面积= (� + �)2，

则阴影部分的面积= (� + �)2 − 4��，

因此三个代数式 � + � 2，(� − �)2，��之间的等量关系为：

(� + �)2 − 4�� = (� − �)2；

故答案为：(� + �)2 − 4�� = (� − �)2；

（3）解：由（2）得(� + �)2 − 4�� = (� − �)2，

∴(� − �)2 = −6 2 − 4 × 11
4

= 25，

∴� − � =± 25 =± 5，

故答案为：±5．
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【点睛】本题考查了完全平方公式的背景知识以及完全平方公式的变形，解题的关键是认真观察图形，用不

同的形式表示图形的面积．

【变式 8-1】（2023春·七年级课时练习）完全平方公式： � ± � 2 = �2 ± 2�� + �2适当的变形，可以解决很

多的数学问题．

例如：若� + � = 3，�� = 1，求�2 + �2的值．

解：因为� + � = 3，所以 � + � 2 = 9，即：�2 + 2�� + �2 = 9，

又因�� = 1，所以�2 + �2 = 7

根据上面的解题思路与方法，解决下列问题：

(1)若� + � = 8，�2 + �2 = 40，则��的值为______；

(2)拓展：若 4 − � � = 3，则 4 − � 2 + �2 =______．

(3)应用：如图，在长方形����中，�� = 20，�� = 12，点 E、F是��、��上的点，且�� = �� = �，分

别以��、��为边在长方形����外侧作正方形����和正方形����，若长方形����的面积为 160，求图中

阴影部分的面积和．

【答案】(1)12

(2)10

(3)384

【分析】（1）利用完全平方公式进行计算，即可解答；

（2）设 4 − � = �，� = �，则� + � = 4，�� = 3，然后完全平方公式进行计算，即可解答；

（3）根据题意可得�� = 20 − �，�� = 12 − �，然后设�� = 20 − � = �，�� = 12 − � = �，则� − � = 8，�� =

160，最后利用完全平方公式进行计算，即可解答．

【详解】（1）解： ∵ � + � = 8，�2 + �2 = 40，
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∴ 2�� = (� + �)2 − (�2 + �2)

= 82 − 40

= 64 − 40

= 24，

∴ �� = 12．

（2）解：设 4 − � = �，� = �，

∴ � + � = 4 − � + � = 4，

∵ (4 − �)� = 3，

∴ �� = 3，

∴ (4 − �)2 + �2 = �2 + �2

= (� + �)2 − 2��

= 42 − 2 × 3

= 16 − 6

= 10．

（3）解：∵四边形����是长方形，

∴ �� = �� = 20，�� = �� = 12，

∵ �� = �� = �，

∴ �� = �� − �� = 20 − �，�� = �� − �� = 12 − �，

设�� = 20 − � = �，�� = 12 − � = �，

∴ � − � = 20 − � − (12 − �) = 8，

∵长方形����的面积为 160，

∴ �� ⋅ �� = (20 − �)(12 − �) = �� = 160，

∴正方形����的面积+正方形����的面积

= ��2 + ��2

= (20 − �)2 + (12 − �)2

= �2 + �2

= (� − �)2 + 2��

= 82 + 2 × 160
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= 64 + 320

= 384，

∴图中阴影部分的面积和为 384．

【点睛】本题考查了整式的混合运算−化简求值，完全平方公式的几何背景，熟练掌握完全平方公式变形的

计算是解题的关键．

【变式 8-2】（2023春·江苏·七年级期中）【知识生成】通常情况下，通过用两种不同的方法计算同一个图

形的面积，可以得到一个恒等式．如图 1，在边长为�的正方形中剪掉一个边长为�的小正方形 � > � ．把

余下的部分沿虚线剪开拼成一个长方形（如图 2）．图 1中阴影部分面积可表示为：a2－b2，图 2中阴影部

分面积可表示为(a+b)(a-b)，因为两个图中的阴影部分面积是相同的，所以可得到等式：a2－b2=(a+b)(a－b)；

【拓展探究】图 3是一个长为 2a，宽为 2b的长方形，沿图中虚线用剪刀平均分成四个小长方形，然后按图

4的形状拼成一个正方形．

（1）用两种不同方法表示图 4中阴影部分面积：

方法 1： ，方法 2： ；

（2）由(1)可得到一个关于（a+b）2、（a－b）2、ab的的等量关系式是 ；

（3）若 a+b＝10，ab＝5，则（a－b）2＝ ；

【知识迁移】

（4）如图 5，将左边的几何体上下两部分剖开后正好可拼成如右图的一个长方体．根据不同方法表示它的体

积也可写出一个代数恒等式： ．
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【答案】（1）（a-b）2，（a+b）2-4ab；（2）（a+b）2-4ab=（a-b）2；（3）80；（4）x3-x=x（x+1）（x-1）

【分析】（1）利用直接和间接的方法表示出阴影部分面积；

（2）由阴影部分面积相等可得结果；

（3）直接根据（2）的结论代入求值即可；

（4）分别求得图中几何体的体积，然后根据原图形与新图形体积相等列出恒等式即可．

【详解】解：（1）方法 1：直接根据正方形的面积公式得，（a-b）2，

方法 2：大正方形面积减去四种四个长方形的面积，即（a+b）2-4ab；

（2）由阴影部分面积相等可得（a+b）2-4ab=（a-b）2；

（3）由（a+b）2-4ab=（a-b）2，

可得：102-4×5=（a-b）2，

∴（a-b）2=80；

（4）∵原几何体的体积=x3-1×1•x=x3-x，新几何体的体积=x（x+1）（x-1），

∴恒等式为 x3-x=x（x+1）（x-1）．

【点睛】本题考查完全平方公式的几何意义；能够由面积相等，过渡到利用体积相等推导公式是解题的关键．

【变式 8-3】（2023春·江苏·七年级期中）【知识生成】用两种不同方法计算同一图形的面积，可以得到一

个等式，如图 1，是用长为 a，宽为� � > � 的四个相同的长方形拼成的一个大正方形，用两种不同的方法

计算阴影部分（小正方形）的面积，可以得到(� − �)2、(� + �)2、��三者之间的等量关系式：________﹔
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【知识迁移】类似地，用两种不同的方法计算同一个几何体的体积，也可以得到一个等式，

如图 2，观察大正方体分割，可以得到等式：(� + �)3 = �3 + �3 + 3��(� + �)．

利用上面所得的结论解答下列问题：

（1）已知� + � = 6, �� = 11
4
，求(� − �)2的值；

（2）已知� + � = 6, �� = 7，求�3 + �3的值．

【答案】[知识生成]（a+b）2-4ab=（a-b）2；

[知识迁移]（1）25；（2）90

【分析】[知识生成]利用面积相等推导公式（a+b）2-4ab=（a-b）2；

[知识迁移]利用体积相等推导(� + �)3 = �3 + �3 + 3�2� + 3��2；

（1）应用知识生成的公式，进行变形，代入计算即可；

（2）应用知识生成的公式，进行变形，由知识迁移的等式可得结论．

【详解】[知识生成]

方法一：已知边长直接求面积为（a-b）2；

方法二：阴影面积是大正方形面积减去四个长方形面积，

∴面积为（a+b）2-4ab，

∴由阴影部分面积相等可得（a+b）2-4ab=（a-b）2；

故答案为：（a+b）2-4ab=（a-b）2；

[知识迁移]

（1）由（a+b）2-4ab=（a-b）2，

可得（x-y）2=（x+y）2-4xy，

∵x+y=6，xy=11
4
，
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∴（x-y）2=62-4×11
4
，

∴（x-y）2=25，

（2）∵a+b=6，ab=7，

∴a3+b3=（a+b）3-3ab（a+b）=216-3×7×6=90．

【点睛】本题考查完全平方公式的几何意义；能够由面积相等，过渡到利用体积相等推导公式是解题的关键．

【题型 9 乘法公式中的新定义问题】

【例 9】（2023春·河北石家庄·七年级统考期中）新定义：如果 a，b都是非零整数，且� = 4�，那么就称 a

是“4倍数”．

验证：嘉嘉说：232 − 212是“4倍数”，琪琪说：122 − 6 × 12 + 9 也是“4倍数”，判断 说得对（填

“嘉嘉”、“琪琪”或“嘉嘉、琪琪”）．

【答案】嘉嘉

【分析】利用平方差公式可将232 − 212变形为 4 × 22，利用完全平方公式将122 − 6 × 12 + 9 变形为92，再

根据“4倍数”的定义判断即可．

【详解】解：232 − 212 = 23 + 21 × 23 − 21 = 44 × 2 = 4 × 22，

因此232 − 212是“4倍数”，

122 − 6 × 12 + 9 = 122 − 2 × 3 × 12 + 32 = 12 − 3 2 = 92，

可知122 − 6 × 12 + 9 不能写成 4的倍数，

因此122 − 6 × 12 + 9 不是“4倍数”，

故嘉嘉说得对，琪琪说得不对．

故答案为：嘉嘉．

【点睛】本题考查平方差公式和完全平方公式，解题的关键是掌握平方差公式、完全平方公式，理解“4倍数”

的定义．

【变式 9-1】（2023春·浙江金华·七年级统考期末）定义：两个自然数的平方和加上这两个自然数乘积的两

倍即可得到一个新的自然数，我们把这个新的自然数称为“完全数”，例如：22 + 32 + 2 × 2 × 3 = 25，其中

“25”就是一个“完全数”，则任取两个自然数可得到小于 200且不重复的“完全数”的个数有（ ）

A．14个 B．15个 C．26个 D．60个

【答案】A

【分析】根据“完全数”的概念求解即可．
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【详解】设两个自然数分别为 a，b

由题意可得，�2 + �2 + 2�� = � + � 2

∴小于 200且不重复的“完全数”有：1 = 0 + 1 2，4 = 1 + 1 2，9 = 1 + 2 2，16 = 2 + 2 2，25 = 2 + 3 2，

36 = 3 + 3 2，49 = 3 + 4 2，64 = 3 + 5 2，81 = 3 + 6 2，100 = 3 + 7 2，121 = 3 + 8 2，144 = 3 +

9 2，169 = 3 + 10 2，196 = 3 + 11 2

综上所述，任取两个自然数可得到小于 200且不重复的“完全数”的个数有 14个．

故选：A．

【点睛】此题考查了新定义，完全平方公式，理解“完全数”的定义是解题关键．

【变式 9-2】（2023春·广东揭阳·七年级校联考期中）现定义一种运算“⊕”，对任意有理数 m，n规定：� ⊕ � =

�� � − � ，如：1 ⊕ 2 = 1 × 2 1 − 2 =− 2，则 � + � ⊕ � − � 的值是 ．

【答案】2�2� − 2�3/2��2 − 2�3

【分析】先根据新运算进行变形，再根据整式的运算法则进行计算即可．

【详解】解： � + � ⊕ � − �

= � + � � − � [ � + � − � − � ]

= � + � � − � � + � − � + �

= �2 − �2 ⋅ 2�

= 2�2� − 2�3．

故答案为：2�2� − 2�3．

【点睛】本题考查了整式的混合运算，新定义的运算，能正确根据整式的运算法则进行计算是解此题的关键．

【变式 9-3】（2023春·江苏徐州·七年级统考期中）对于任意有理数�、�、�、�，定义一种新运算：
� �
� � = �2 +

�2 − ��．

(1) 1 2
−1 3 =______；

(2)对于有理数�、�，若
� �
� �� 是一个完全平方式，则�______；

(3)对于有理数�、�，若� + � = 10，�� = 22．

①求
2� − � 3� − �
�   � − �

的值；

②将长方形����和长方形����按照如图方式进行放置，其中点�、�、�在同一条直线上，点�在边��上，

连接��、��．若�� = �，�� = ��，�� = �，�� = ��，图中阴影部分的面积为 45，求�的值．
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【答案】(1)−4

(2)2 或−2

(3)①56；②2

【分析】（1）直接根据
� �
� � = �2 + �2 − ��计算即可；

（2）根据新定义得出�2 + �2 − ���，再根据结果是一个完全平方式，利用完全平方式的概念即可求出 k；

（3）①先根据化简，再利用完全平方公式变形求解即可；

②根据图形用含 x，y的式子表示出阴影部分的面积，再根据①中的结果代入即可求出 n．

【详解】（1）解：原式= 12 + −1 2 − 2 × 3 =− 4．

故答案为：−4；

（2）原式= �2 + �2 − ���，

∵是完全平方公式，

∴� = 2 或−2．

故答案为：2 或−2；

（3）①原式= 2� − � 2 + �2 − 3� − � � − �

= 4�2 − 4�� + �2 + �2 − 3�2 − 3�� − �� + �2

= �2 + �2，

∵� + � = 10，�� = 22，

∴ � + � 2 = 100，2�� = 44，

∴�2 + �2 = � + � 2 − 2��

= 100 − 44 = 56；
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②由图知：�阴影 = �△��� + �长方形���� − �△���，

∴45 = 1
2

� ⋅ �� + �� ⋅ � − 1
2

�(� + ��)，

化简得��2 + ��2 − �� = 90，

∴� �2 + �2 − �� = 90，

由①得，�2 + �2 = 56，�� = 22，

∴56� − 22 = 90，

∴� = 2

【点睛】本题考查了新定义，完全平方公式的变形求解，熟练掌握新定义和完全平方公式是解答本题的关键．

【题型 10 乘法公式的规律探究】

【例 10】（2023·上海·七年级假期作业）杨辉是我国南宋时著名的数学家，他发现了著名的三角系数表，它

的其中一个作用是指导按规律写出形如(� + �)�（其中�为正整数）展开式的系数，请你仔细观察下表中的

规律，填出(� + �)4展开式中所缺的系数．

= �3 + 3�2 −� + 3� −� 2 + −� 3

� + � 1 = � + � � − � 1 = � − �

� + � 2 = �2 + 2�� + �2 � − � 2 = �2 + 2� −� + −� 2=�2 − 2�� + �2

� + � 3 = �3 + 3�2� + 3��2 + �3 � − � 3 = �3 + 3�2 −� + 3� −� 2 + −� 3

(1)仔细观察上边的图和下边的式子，写出 � − � 3=___________；

(2)直接在横线上填数字：

� + � 4 = �4+___________�3�+___________�2�2+___________��3+___________�4；

(3)请根据你找到的规律写出下列式子的结果：

� − � 5 =___________；

2� − � 5 =___________．

【答案】(1)�3 − 3�2� + 3��2 − �3

(2)4、6、4、1
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(3)�5 − 5�4� + 10�3�2 − 10�2�3 + 5��4 − �5；32�5 − 80�4� + 80�3�2 − 40�2�3 + 10��4 − �5

【分析】观察本题规律，下一行的各项系数是上一行相邻两个数的和，根据规律解答各小题即可．

【详解】（1） � − � 3

=�3 + 3�2 −� + 3� −� 2 + −� 3

= �3 − 3�2� + 3��2 − �3

故答案为：�3 − 3�2� + 3��2 − �3；

（2） � + � 4 = �4 + 4�3� + 6�2�2 + 4��3 + �4

故答案为：4、6、4、1

（3） � − � 5

=�5 + 5�4 −� + 10�3 −� 2 + 10�2 −� 3 + 5� −� 4 − �4

=�5 − 5�4� + 10�3�2 − 10�2�3 + 5��4 − �5；

2� − � 5

= 25�5 − 5 ⋅ 24�4� + 10 ⋅ 23�3�2 − 10 ⋅ 22�2�3 + 5 ⋅ 2��4 − �5

=32�5 − 80�4� + 80�3�2 − 40�2�3 + 10��4 − �5；

故答案为：�5 − 5�4� + 10�3�2 − 10�2�3 + 5��4 − �5；32�5 − 80�4� + 80�3�2 − 40�2�3 + 10��4 − �5

【点睛】本题考查了完全平方公式，读懂题意并根据所给的式子寻找规律，是快速解题的关键．

【变式 10-1】（2023·安徽合肥·统考模拟预测）观察下列等式：第 1个等式：1 × 2 + 1 = 22 − 1；第 2个等

式：2 × 3 + 2 = 32 − 1；第 3个等式：3 × 4 + 3 = 42 − 1；第 4个等式：4 × 5 + 4 = 52 − 1；…按照以上规

律，解决下列问题：

(1)写出第 5个等式： ；

(2)写出你猜想的第�个等式（用含�的等式表示，� ≥ 1，且�为整数），并加以证明．

【答案】(1)5 × 6 + 5 = 62 − 1

(2)� � + 1 + � = � + 1 2 − 1，证明见解析

【分析】（1）根据所给的等式的形式进行求解即可；

（2）分析所给的等式的形式，再进行总结，并对等式左边的式子和右边的式子进行整理即可证明．

【详解】（1）解：由题意得：
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第 5个等式为：5 × 6 + 5 = 62 − 1，

故答案为：5 × 6 + 5 = 62 − 1；

（2）解：∵第 1个等式：1 × 2 + 1 = 22 − 1；

第 2个等式：2 × 3 + 2 = 32 − 1；

第 3个等式：3 × 4 + 3 = 42 − 1；

第 4个等式：4 × 5 + 4 = 52 − 1；

…

∴猜想：第�个等式：� � + 1 + � = � + 1 2 − 1，

证明：等式左边= �2 + � + � = �2 + 2�，

等式右边= �2 + 2� + 1 − 1 = �2 + 2�，

∴等式左边=等式右边，

∴ � � + 1 + � = � + 1 2 − 1 成立．

【点睛】本题主要考查了数字的变化规律，根据题中所给的式子得出第�个等式：� � + 1 + � = � + 1 2 − 1

是解题的关键．

【变式 10-2】（2023春·安徽合肥·七年级中国科技大学附属中学校考期中）观察下列等式：

①
32−12

4
= 1 + 1；②

42−22

4
= 1 + 2；③

52−32

4
= 1 + 3；④

62−42

4
= 1 + 4；⑤

72−52

4
= 1 + 5……

(1)请按以上规律写出第⑥个等式______；

(2)猜想并写出第�个等式______；并证明猜想的正确性

【答案】(1)8
2−62

4
= 1 + 6

(2)(�+2)2−�2

4
= 1 + �

【分析】（1）根据题干规律直接写出答案即可；

（2）找出分子两个数之间关系直接写出答案，利用完全平方公式展开合并推到证明即可得到答案；

【详解】（1）解：由题意可得，

第⑥个等式为：
82−62

4
= 1 + 6；

（2）解：由题干规律可得第�个等式为：
(�+2)2−�2

4
= 1 + �，
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证明：∵左边 = (�+2)2−�2

4
= �2+4�+4−�2

4
= 4+4�

4
= 1 + �，

∴左边 = 右边，

∴
(�+2)2−�2

4
= 1 + �．

【点睛】本题主要考查根据规律运算及完全平方公式应用，解题的关键是根据题干得到式子之间存在的规律．

【变式 10-3】（2023春·全国·七年级专题练习）仔细观察下列等式：

第 1个：52﹣12=8×3

第 2个：92﹣52=8×7

第 3个：132﹣92=8×11

第 4个：172﹣132=8×15

…

（1）请你写出第 6个等式： ；

（2）请写出第 n个等式，并加以验证；

（3）运用上述规律，计算：8×7+8×11+…+8×399+8×403．

【答案】（1）252﹣212=8×23；（2）第 n个等式是：（4n+1）2﹣（4n﹣3）2=8（4n﹣1），验证见解析；（3）

164000．

【分析】（1）式子总的特点是两个差为 4的数的平方差等于某个数的 8倍，其中每个式子中变化的数都是

依次递增 4，根据这个特点可以写出第 6个等式；

（2）观察前面几个算式，把每个等式中变化的部分都表示成用等式序数 n表示的代数式，即可得解；

（3）逆向运用前面所得的等式，消去互为相反数的部分，可以得到解答．

【详解】（1）根据式子的特点，可知第 6个等式是：

252﹣212=8×23．

故答案为：252﹣212=8×23；

（2）第 n个等式是：

（4n+1）2﹣（4n﹣3）2=8（4n﹣1）．

验证：左边=（4n+1）2﹣（4n﹣3）2

=16n2+8n+1﹣16n2+24n﹣9

=32n﹣8
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=8（4n﹣1）

=右边；

（3）8×7+8×11+…+8×399+8×403

=92﹣52+132﹣92+…+4012﹣3972+4052﹣4012

=4052﹣52

=（405+5）（405﹣5）

=410×400

=164000．

【点睛】本题考查数字变化的规律及平方差公式的综合运用，通过观察掌握数字变化的规律并应用逆向思维

思考是解题关键．
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