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专题 9.7 整式乘法与因式分解章末八大题型总结（培优篇）
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【题型 1 整式的乘除中的错解问题】

【例 1】（2023春·山东菏泽·七年级统考期末）某同学计算一个多项式乘−3�2时，因抄错符号，算成了加上

−3�2，得到的答案是�2 − 1
2

� + 1，那么正确的计算结果是 ．

【答案】−12�4 + 3
2

�3 − 3�2

【分析】先用错误的结果减去已知多项式求得原式，再乘以−3�2即可解答．

【详解】解：这个多项式是（x2-0.5x+1）-（-3x2）=4x2-0.5x+1，

正确的计算结果是：（4x2-0.5x+1）（-3x2）=−12�4 + 3
2

�3 − 3�2．

故答案为−12�4 + 3
2

�3 − 3�2．

【点睛】本题考查了单项式与多项式相乘，熟练掌握单项式与多项式相乘运算法则是解答本题的关键．

【变式 1-1】（2023秋·湖北孝感·七年级统考期末）小林同学把 9(� − 5)错抄为 9� − 5，抄错后算得的答

案为�，则正确答案为 ．

【答案】� − 40

【分析】将错就错根据 9� − 5=a求出 M，代入正确式子计算．

【详解】解：由题意可得：
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9� − 5 = �，

∴9� = � + 5，

∴9(� − 5)=9� − 45=� + 5 − 45=� − 40，

故答案为：� − 40．

【点睛】此题考查了整式的混合运算，熟练掌握运算法则是解本题的关键．

【变式 1-2】（2023秋·重庆渝中·七年级重庆巴蜀中学校考开学考试）在计算 � + � � + � 时，甲把 b错看

成了 6，得到结果是：�2 + 8� + 12；乙把 a错看成−�，得到结果是：�2 + � − 6．

(1)求出 a，b的值；

(2)在（1）的条件下，计算 � + � � − � 的结果．

【答案】(1)� = 2，� = 3

(2)�2 − � − 6

【分析】（1）根据题意得出(� + �)(� + 6) = �2 + (6 + �)� + 6� = �2 + 8� + 12，(� − �)(� + �) = �2 + ( −

� + �)� − �� = �2 + � − 6，得出 6 + � = 8，−� + � = 1，求出 a、b 即可；

（2）把 a、b的值代入，再根据多项式乘以多项式法则求出即可．

【详解】（1）根据题意得： � + � � + 6 = �2 + 6 + � � + 6� = �2 + 8� + 12，

� − � � + � = �2 + −� + � � − �� = �2 + � − 6，

所以 6 + � = 8，−� + � = 1，

解得：� = 2，� = 3；

（2）当� = 2，� = 3 时， � + � � − � = � + 2 � − 3 = �2 − � − 6．

【点睛】本题考查了多项式乘以多项式，能正确运用多项式乘以多项式法则进行计算是解此题的关键．

【变式 1-3】（2023春·湖南永州·七年级统考期末）甲、乙两人共同计算一道整式： � + � 2� + � ，由于

甲抄错了 a的符号，得到的结果是 2�2 − 7� + 3，乙漏抄了第二个多项式中 x的系数，得到的结果是�2 + 2� −

3．

(1)求 −2� + � � + � 的值；

(2)若整式中的 a的符号不抄错，且� = 3，请计算这道题的正确结果．

【答案】(1)-14．

(2)�2 + 5� − 3
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【分析】（1）根据题意，列出关于 a 和 b 的代数式的值，直接代入计算即可；

（2）先求出 b的值，再代入计算．

【详解】（1）解：甲抄错了 a的符号的计算结果为：� − � 2� + � = 2�2 + −2� + � � − �� = 2�2 − 7� + 3，

因为对应的系数相等，故−2� + � =− 7，�� =− 3

乙漏抄了第二个多项式中 x的系数，计算结果为： � + � � + � = �2 + � + � � + �� = �2 + 2� − 3．

因为对应的系数相等，故� + � = 2，�� =− 3，

∴ −2� + � � + � =− 7 × 2 =− 14

（2）解：乙漏抄了第二个多项式中 x的系数，得到的结果得出：

� + � = 2，

故 3 + � = 2，

∴b=-1，

把 a=3，b=-1 代入 � + � 2� + � ，

得(x+3)(2x-1)=2x2+5x-3，

故答案为：2x2+5x-3．

【点睛】此题考查了多项式乘多项式；解题的关键是根据多项式乘多项式的运算法则分别进行计算，是常

考题型，解题时要细心．

【题型 2 整式乘除的计算与化简】

【例 2】（2023秋·上海金山·八年级校联考期末）已知：� + � = 3
2
，�� = 1，化简 � − 2 � − 2 的结果是 ．

【答案】2

【分析】先把所求式子化简为�� − 2 � + � + 4，然后把已知条件式整体代入求解即可．

【详解】解： � − 2 � − 2

= �� − 2� − 2� + 4

= �� − 2 � + � + 4，

∵� + � = 3
2
，�� = 1，

∴原式= 1 − 2 × 3
2

+ 4 = 1 − 3 + 4 = 2，

故答案为：2．
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【点睛】本题主要考查了多项式乘以多项式——化简求值，正确计算是解题的关键．

【变式 2-1】（2023春·陕西西安·八年级校考期中）已知 m满足 3� − 2015 2 + 2014 − 3� 2 = 5．

(1)求 2015 − 3� 2014 − 3� 的值．

(2)求 6� − 4029 的值．

【答案】(1)−2

(2)±3

【分析】（1）原式利用完全平方公式化简，计算即可确定出原式的值；

（2）原式利用完全平方公式变形，计算即可得到结果．

【详解】（1）解：设� = 3� − 2015，� = 2014 − 3�，

可得� + � =− 1，�2 + �2 = 5，

∵（� + �）
2

= �2 + �2 + 2��，

∴ 1 = 5 + 2��，即�� =− 2，

则 2015 − 3� 2014 − 3� = 3� − 2015 2014 − 3� =− �� = 2；

（2）解：设� = 3� − 2015，� = 2014 − 3�，可得 6� − 4029 = 3� − 2015 − 2014 − 3� = � − �，

∵ � − � 2 = �2 + �2 − 2��，

∴ 6� − 4029 2 = � − � 2 = �2 + �2 − 2�� = 5 + 4 = 9，

则 6� − 4029 =± 3．

【点睛】此题考查了完全平方公式，熟练掌握公式及运算法则是解本题的关键．

【变式 2-2】（2023春·辽宁沈阳·八年级校考期中）（1）运用乘法公式计算：9992 − 1002 × 998 + 1

（2）先化简，再求值： 2� + � 2� − � − 3� + � � − 2� − �2 ÷ − 1
2

� ，其中� =− 1，� = 2．

【答案】（1）−1994；（2）−2� − 10�，6

【分析】（1）把原式化为 1000 − 1 2 − 1000 + 2 1000 − 2 + 1，再利用乘法公式进行简便运算即可；

（2）先计算括号内的整式的乘法运算，再合并同类项，最后计算多项式除以单项式，再把� =− 1，� = 2 代

入化简后的代数式进行计算即可．

【详解】解：（1）9992 − 1002 × 998 + 1

= 1000 − 1 2 − 1000 + 2 1000 − 2 + 1
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= 10002 − 2000 + 1 − 10002 + 4 + 1

=− 1994；

（2） 2� + � 2� − � − 3� + � � − 2� − �2 ÷ − 1
2

�

= 4�2 − �2 − 3�2 + 6�� − �� + 2�2 − �2 ÷ −
1
2

�

= �2 + 5�� ÷ −
1
2

�

=− 2� − 10�；

当� =− 1，� = 2 时，

原式=− 2 × 2 − 10 × −1 =− 4 + 10 = 6．

【点睛】本题考查的是整式的化简求值，整式的混合运算，完全平方公式与平方差公式的灵活运用，熟记运

算公式与运算法则是解本题的关键．

【变式 2-3】（2023春·福建三明·八年级统考期中）为了比较两个数的大小，我们可以求这两个数的差，若

差为 0，则两数相等；若差为正数，则被减数大于减数．若� = � + 3 � − 4 ，� = � + 2 2� − 5 ，其

中�为有理数，

(1)求� − �，要求化简为关于�的多项式；

(2)比较�，�的大小．

【答案】(1)− �2 − 2

(2)� < �

【分析】（1）先计算多项式乘多项式，再合并同类项即可；

（2）根据（1）中的结果进行判断即可．

【详解】（1）解：� − � = � + 3 � − 4 − � + 2 2� − 5

= �2 − � − 12 − 2�2 + � + 10

=− �2 − 2；

（2）∵�为有理数，

∴�2 ≥ 0，

∴− �2 − 2 < 0，

∴� < �．
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【点睛】本题考查整式的混合运算．熟练掌握相关运算法则，是解题的关键．

【题型 3 整式混合运算的应用】

【例 3】（2023秋·重庆大渡口·八年级重庆市第三十七中学校校联考开学考试）阅读材料：

材料 1：将一个三位数或三位以上的整数分成左中右三个数，如果满足：中间数=左边数的平方+右边数的平

方，那么我们称该整数是平方和数，比如，对于整数 251，它的中间数是 5，左边数是 2，右边数是 1，因

为22 + 12 = 5，所以 251是平方和数；再比如，对于整数 3254，因为32 + 42 = 25，所以 3254是一个平方

和数．显然，152，4253这两个数也肯定是平方和数．

材料 2：将一个三位数或者三位以上的整数分成左中右三个数，如果满足：中间数=2×左边数×右边数，那

么我们称该整数是双倍积数；比如：对于整数 163，它的中间数是 6，左边数是 1，右边数是 3，因为 2 × 1 × 3 =

6，所以 163是双倍积数；再比如，对于整数 3305，因为 2 × 3 × 5 = 30，所以 3305是一个双倍积数，显

然，361，5303这两个数也肯定是双倍积数．

请根据上述定义完成下面问题：

(1)如果一个三位整数既是平方和数，又是双倍积数，则该三位整数是_____．（直接写出结果）

(2)如果我们用字母 a表示一个整数分出来的左边数，用字母 b表示一个整数分出来的右边数，则�585�为一

个平方和数，�504�为一个双倍积数，求�2 − �2的值．

【答案】(1)121，282

(2)287

【分析】（1）根据平方和数的定义、双倍积数的定义即可求解；

（2）根据平方和数的定义可得�2 + �2 = 585，根据双倍积数的定义 2�� = 504，再利用完全平方公式与平

方差公式即可求解．

【详解】（1）解：设该三位整数是���，

由题意得：�2 + �2 = �，2�� = �，

∴�2 + �2 = 2��，

∴�2 + �2 − 2�� = 0，即 � − � 2 = 0，解得：� = �，

∴� = 2�2

∴� = 1 或 2，
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∴该三位整数是 121，282；

（2）解：∵�585�为一个平方和数，

∴�2 + �2 = 585，

∵�504�为一个双倍积数，

∴2�� = 504，

∴�2 + �2 + 2�� = 585 + 504 = 1089，�2 + �2 − 2�� = 585 − 504 = 81，

∴� + � = 33, � − � = 9，

∴�2 − �2 = (� + �)(� − �) = 33 × 9 = 287；

【点睛】本题考查了因式分解的应用，学生的阅读理解能力与知识的迁移能力，理解平方和数与双倍积数的

定义是解题的关键．

【变式 3-1】（2023秋·贵州遵义·八年级校考期中）如图，学校操场主席台前计划修建一块凹字形花坛．（单

位：米）

(1)用含 a，b的整式表示花坛的面积；

(2)若� = 2, � = 1，工程费为 500元/平方米，求建花坛的总工程费为多少元?

【答案】(1)花坛的面积是 4�2 + 2�� + 3�2 平方米．

(2)建花坛的总工程费为 11500元．

【分析】（1）用大长方形的面积减去一个小长方形面积即可；

（2）将�和�的值代入（1）中的结果，求出面积即可．

【详解】（1）解： � + 3� + � 2� + � − 2� ⋅ 3�

=4�2 + 8�� + 3�2 − 6��

=4�2 + 2�� + 3�2（平方米）．

答：花坛的面积是 4�2 + 2�� + 3�2 平方米．

（2）当� = 2，� = 1 时，
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4�2 + 2�� + 3�2

=4 × 22 + 2 × 2 × 1 + 3 × 12

=16 + 4 + 3

=23（平方米）

23 × 500 = 11500（元）

答：建花坛的总工程费为 11500元．

【点睛】本题主要考查了整式的混合运算，熟练掌握整式的混合运算法则是解题的关键．

【变式 3-2】（2023春·贵州铜仁·八年级统考期中）在矩形����内，将一张边长为 a的正方形纸片和两张边

长为 b的正方形纸片（� > �），按图 1，图 2两种方式放置（两个图中均有重叠部分），矩形中未被这三

张正方形纸片覆盖的部分用阴影表示，设图 1中阴影部分的面积为�1，图 2中阴影部分的面积为�2，当�� −

�� = 2 时，�1 − �2的值是（ ）

A．2� B．2� C．−2� + �2 D．2� − 2�

【答案】C

【分析】根据图形和题目中的数据，可以表示出�1和�2，然后作差化简即可．

【详解】解：由图可得，

�1 = ��·�� − �2 − �(�� − �)，

�2 = ��·�� − �2 − �2 − �(�� − �),

�1 − �2

= ��·�� − �2 − �(�� − �) − ��·�� − �2 − �2 − �(�� − �)

= ��·�� − �2 − �(�� − �) − ��·�� + �2 + �2 + �(�� − �)

=− �·�� + �� + �2 + �·�� − ��

=− � �� − �� + �2

∵�� − �� = 2，
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∴−� �� − �� =− 2�，

即�1 − �2 =− 2� + �2．

故选：C．

【点睛】本题考查整式的混合运算，解答本题的关键是明确整式混合运算的计算方法．

【变式 3-3】（2023秋·浙江·八年级期中）正方形����中，点 G是边��上一点（不与点 C，D重合），以��

为边在正方形����外作正方形����，且 B，C，E三点在同一条直线上，设正方形����和正方形����

的边长分别为 a和 b（� > �）．

(1)求图 1中阴影部分的面积�1（用含 a，b的代数式表示）；

(2)当� = 5，� = 3 时，求图 1中阴影部分的面积�1的值；

(3)当� = 5，� = 3 时，请直接写出图 2中阴影部分的面积�2的值．

【答案】(1)�1 = 1
2

�2 + 1
2

�2 − 1
2

��

(2)19
2

(3)21
2

【分析】（1）利用两个正方形的面积减去空白部分的面积列式即可；

（2）把� = 5，� = 3 代入�1的代数式，计算即可；

（3）延长��和��，交于点 H．即可由�2 = �长方形���� − �正方形���� − �△��� − �△���求出图 2中阴影部分的

面积�2，再将� = 5，� = 3 代入�2的代数式，求值即可．

【详解】（1）�1 = �正方形���� + �正方形���� − �△��� − �△���

= �2 + �2 −
1
2

�2 −
1
2

�(� + �)

= 1
2

�2 + 1
2

�2 − 1
2

��；
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（2）∵� = 5，� = 3，

∴�1 = 1
2

�2 + 1
2

�2 − 1
2

��

=
1
2

× 52 +
1
2

× 32 −
1
2

× 5 × 3

= 19
2
；

（3）如图，延长��和��，交于点 H．

∴�2 = �长方形���� − �正方形���� − �△��� − �△���

= �(� + �) − �2 −
1
2

�2 −
1
2 (� − �)(� + �)

= �� − 1
2

�2．

∵� = 5，� = 3，

∴�2 = �� − 1
2

�2 = 5 × 3 − 1
2

× 32 = 21
2
．

【点睛】本题考查列代数式，代数式求值，整式的混合运算．求得两个阴影部分的面积是解决问题的关键．

【题型 4 因式分解（提公因式与公式法综合）】

【例 4】（2023春·山东菏泽·八年级统考期末）分解因式

（1）20a3-30a2

（2）25（x+y）2-9（x-y）2

【答案】（1）10a2（2a﹣3）（2）4(4x+y)(x+4y)

【详解】分析：（1）利用提公因式法，找到并提取公因式 10a2即可；

（2）利用平方差公式进行因式分解，然后整理化简即可.

详解：（1）解：20a3﹣30a2=10a2（2a﹣3）

（2）解：25（x+y）2﹣9（x﹣y）2

=[5（x+y）+3（x﹣y）][5（x+y）﹣3（x﹣y）]

=（8x+2y）（2x+8y）；
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=4(4x+y)(x+4y) .

点睛：因式分解是把一个多项式化为几个因式积的形式.根据因式分解的一般步骤：一提（公因式）、二套

（平方差公式�2 − �2 = � + � � − � ，完全平方公式�2 ± 2�� + �2 = � ± � 2）、三检查（彻底分解）.

【变式 4-1】（2023秋·湖北孝感·八年级统考期末）分解因式：3�2 � − � + 12 � − � = ．

【答案】3 � − � � + 2 � − 2

【分析】分别运用提公因式，公式法进行因式分解即可．

【详解】解：3�2 � − � + 12 � − �

= 3�2 � − � − 12 � − �

= 3 � − � �2 − 4

= 3 � − � � + 2 � − 2

故答案为：3 m − n a + 2 a − 2 ．

【点睛】本题考查因式分解的相关知识．灵活运用提公因式和公式法进行因式分解是解题的关键．解题时注

意，分解一定要彻底，这是易错点．

【变式 4-2】（2023秋·重庆渝中·八年级重庆巴蜀中学校考开学考试）多项式−2�3 − 4�2 − 2�因式分解的结

果是 ．

【答案】−2� � + 1 2

【分析】先提取公因式−2�，然后利用完全平方公式分解因式即可得．

【详解】解：−2�3 − 4�2 − 2�

=− 2� �2 + 2� + 1

=− 2� � + 1 2．

故答案为：−2� � + 1 2．

【点睛】本题考查了因式分解，熟练掌握提取公因式法和公式法是解题关键．

【变式 4-3】（2023春·湖南永州·八年级统考期末）请把下列各式分解因式

(1)�2 � − � + � − �

(2)(�2 + �2)2 − 4�2�2

【答案】(1) � − � � + 1 � − 1

(2)(� + �)2(� − �)2
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【分析】（1）把� − �变形为� − �后再提取公因式，最后运用平方差公式求解即可；

（2）原式先运用平方差公式分解后，再运用完全平方公式分解即可．

【详解】（1）�2 � − � + � − �

=�2 � − � − � − �

= � − � �2 − 1

= � − � � + 1 � − 1

（2）(�2 + �2)2 − 4�2�2

=(�2 + �2 + 2��)(�2 + �2 − 2��)

=(� + �)2(� − �)2

【点睛】本题主要考查了因式分解，正确选用因式分解的方法是解答本题的关键．

【题型 5 因式分解（十字相乘法）】

【例 5】（2023春·湖南益阳·八年级校考期中）阅读下面的材料，解答提出的问题：

已知：二次三项式�2 − 4� + �有一个因式是 � + 3 ，求另一个因式及�的值．

解：设另一个因式为 � + � ，由题意，得

�2 − 4� + � = � + 3 � + � ，

�2 − 4� + � = �2 + � + 3 � + 3�，

所以
� + 3 =− 4

� = 3� ，解得
� =− 21
� =− 7 ．

所以另一个因式为 � − 7 ，�的值为−21．

提出问题：

(1)已知二次三项式�2 − 5� − �有一个因式是 � − 1 ，另一个因式是________；

(2)已知二次三项式 3�2 + 2� − �有一个因式是 � − 5 ，求另一个因式及�的值．

【答案】(1) � − 4

(2)另一个因式为 3� + 17 ，�的值为 85

【分析】（1）设另一个因式为 � + � ，由题意得�2 − 5� − � = � − 1 � + � = �2 + � − 1 � − �，从而得

到
� − 1 =− 5

� = � ，进行计算即可得到答案；

（2）设另一个因式为 3� + � ，由题意得：3�2 + 2� − � = � − 5 3� + � = 3�2 + � − 15 � − 5� ，从
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而得到
� − 15 = 2

5� = � ，进行计算即可得到答案．

【详解】（1）解：设另一个因式为 � + � ，

由题意得：�2 − 5� − � = � − 1 � + � ，

则�2 − 5� − � = � − 1 � + � = �2 + �� − � − � = �2 + � − 1 � − �，

∴ � − 1 =− 5
� = � ，

解得：
� =− 4
� =− 4 ，

∴另一个因式为 � − 4 ，

故答案为： � − 4 ；

（2）解：设另一个因式为 3� + � ，

由题意得：3�2 + 2� − � = � − 5 3� + � ，

则 3�2 + 2� − � = � − 5 3� + � = 3�2 + �� − 15� − 5� = 3�2 + � − 15 � − 5�，

∴ � − 15 = 2
5� = � ，

解得：
� = 17
� = 85 ，

∴另一个因式为 3� + 17 ，�的值为 85．

【点睛】本题主要考查了因式分解—十字相乘法，解二元一次方程组，正确设出另一个因式是解题的关键．

【变式 5-1】（2023春·湖南邵阳·八年级统考期末）多项式�2 + � − 6 可因式分解成 � + � � + � ，其中�，

�均为整数，则 � + � 2023的值为（ ）

A．−1 B．1 C．−2023 D．2023

【答案】B

【分析】先分解因式，求出�、�的值，再结合有理数的乘方进行计算，即可得到答案．

【详解】解：∵ �2 + � − 6 = � + 3 � − 2 ，

又∵多项式�2 + � − 6 可因式分解成 � + � � + � ，

∴ � = 3，� =− 2 或� =− 2，� = 3，

∴ � + � 2023 = 3 − 2 2023 = 12023 = 1，

故选：B．

【点睛】本题考查了因式分解、有理数的乘方，熟练掌握十字相乘法分解因式是解题关键．
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【变式 5-2】（2023秋·上海静安·八年级上海市风华初级中学校考期中）分解因式：2�2 + 4� 2 − 4 2�2 + 4� −

12．

【答案】4 � + 3 � − 1 � + 1 2

【分析】直接利用十字相乘法和完全平方公式进行因式分解即可得到答案．

【详解】解： 2�2 + 4� 2 − 4 2�2 + 4� − 12

= 2�2 + 4� − 6 2�2 + 4� + 2

= 2 �2 + 2� − 3 × 2 �2 + 2� + 1

= 4 � + 3 � − 1 � + 1 2．

【点睛】本题主要考查了利用十字相乘法和完全平方公式分解因式，熟练掌握十字相乘法和完全平方公式是

解题的关键．

【变式 5-3】（2023春·湖南怀化·八年级统考期末）材料 1：由多项式乘法，� + � � + � = �2 + � + � � + ��，

将该式子从右到左地使用，即可对形如�2 + � + � � + ��的多项式进行因式分解：�2 + � + � � + �� =

� + � � + � ．多项式�2 + � + � � + ��的特征是二次项系数为 1，常数项为两数之积，一次项系数为这

两数之和．

材料2：因式分解：(� + �)2 + 2 � + � + 1，解：将“� + �”看成一个整体，令� + � = �，则原式= �2 + 2� + 1 =

(� + 1)2，再将“�”还原得：原式= (� + � + 1)2．

上述解题用到整体思想，整体思想是数学解题中常见的一种思想方法．请你解答下列问题：

(1)根据材料 1将�2 + 4� + 3 因式分解；

(2)根据材料 2将(� − �)2 − 10 � − � + 25 因式分解；

(3)结合材料 1和材料 2，将 �2 − 2� �2 − 2� + 4 + 3 因式分解．

【答案】(1)(� + 3)(� + 1)

(2)(� − � − 5)2

(3)(�2 − 2� + 3)(� − 1)2

【分析】（1）仿照材料一分解即可；

（2）把(� − �)看成一个整体，利用材料一的方法分解即可；

（3）把(�2 − 2�)看成一个整体，先算乘法再利用材料一因式分解．

【详解】（1）解：�2 + 4� + 3 = (� + 3)(� + 1)；
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（2）(� − �)2 − 10(� − �) + 25 = (� − � − 5)2；

（3）(�2 − 2�)(�2 − 2� + 4) + 3

= (�2 − 2�)2 + 4(�2 − 2�) + 3

= (�2 − 2� + 3)(�2 − 2� + 1)

= (�2 − 2� + 3)(� − 1)2．

【点睛】本题考查了整式的因式分解，读懂题目给出的材料，会运用题目给出材料的方法是解决本题的关键．

【题型 6 因式分解（分组分解法）】

【例 6】（2023秋·山东日照·八年级统考期末）已知� + � = 3, �� = 1，则多项式�2� + ��2 − � − �的值

为 ．

【答案】0

【分析】先进行因式分解，再代值计算即可．

【详解】解：�2� + ��2 − � − � = �� � + � − � + �

= �� − 1 � + � ；

当� + � = 3, �� = 1 时，原式= 3 × 1 − 1 = 0；

故答案为：0．

【点睛】本题考查代数式求值．熟练掌握分组法进行因式分解，整体思想代入求值，是解题的关键．

【变式 6-1】（2023春·江苏·八年级期中）分解因式：�4 − 4�3 + 4�2 − 9 = ．

【答案】(� − 3)(� + 1)(�2 − 2� + 3)

【分析】本题有 a的四次项、a的三次项，a的二次项，有常数项，所以首要考虑的就是三一分组，前三项

提取公因式后可以利用完全平方公式分解因式，然后还可以与第四项继续利用平方差公式分解因式．

【详解】解：�4 − 4�3 + 4�2 − 9

=(�4 − 4�3 + 4�2) − 9

=�2(� − 2)2 − 32

=(�2 − 2� − 3)(�2 − 2� + 3)

=(� − 3)(� + 1)(�2 − 2� + 3)

故答案为：(� − 3)(� + 1)(�2 − 2� + 3)．

【点睛】本题考查了分组分解法，十字相乘法分解因式，难点是采用两两分组还是三一分组，要考虑分组后

还能进行下一步分解，利用平方差公式分解后还要继续利用十字相乘法分解因式，注意分解因式要彻底．
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【变式 6-2】（2023春·福建漳州·八年级校考期中）阅读理解∶

当一个多项式没有公因式又不能用公式法时，这里再介绍一种因式分解方法，叫分组分解法．

比如因式分解：�� + �� + �� + �� = �� + �� + �� + �� = � � + � + � � + � = � + � � + �

这种分组法是分组后用提公因式法分解；

比如因式分解：�2 + 2�� + �2 − 9 = �2 + 2�� + �2 − 9 = � + � 2 − 9 = � + � + 3 � + � − 3

这种分组法是分组后用公式法分解．

根据以上信息分解因式：

(1)�� − � − � + 1；

(2)�2 − 9�2 − 2� + 6�；

(3)�2 + (� + 1)(� + 2)(� + 3)(� + 6)．

【答案】(1)(� − 1)(� − 1)

(2)(� − 3�)(� + 3� − 2)

(3)(�2 + 6� + 6)2

【分析】（1）分组，提公因式分解；

（2）分组，分别运用平方差公式，提公因式法分解；

（3）运用整式乘法法则变形，再运用平方差公式展开，进一步化简．

【详解】（1）解：原式= �（� − 1) − (� − 1)

= (� − 1)（� − 1)

（2）原式= (� + 3�)(� − 3�) − 2(� − 3�)

= (� − 3�)(� + 3� − 2)

（3）原式= �2 + (� + 1)(� + 6)(� + 2)(� + 3)

= �2 + (�2 + 6 + 7�)(�2 + 6 + 5�)

= �2 + [(�2 + 6 + 6�) + �][(�2 + 6 + 6�) − �]

= �2 + (�2 + 6 + 6�)2 − �2

= (�2 + 6� + 6)2．

【点睛】本题考查分组分解法，提公因式法，公式法因式分解；根据代数式具体情况合理分组是解题的关键．

【变式 6-3】（2023秋·上海·八年级校考期中）因式分解：�2 + 9�� + 18�2 − 3� − 9�．
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【答案】 � + 3� � + 6� − 3

【分析】先将原式进行分组，再进行因式分解即可．

【详解】解：原式= �2 + 9�� + 18�2 − 3� + 9�

= � + 3� � + 6� − 3 � + 3�

= � + 3� � + 6� − 3 ．

【点睛】本题主要考查了因式分解，解题的关键是先将原式进行分组，熟练掌握用提取公因式，完全平方公

式和十字相乘进行因式分解的方法．

【题型 7 利用因式分解求值】

【例 7】（2023春·四川达州·八年级校联考期中）若� = 2022� + 2023，� = 2022� + 2024，� = 2022� + 2025，

则多项式�2 + �2 + �2 − �� − �� − ��的值为（ ）

A．0 B．1 C．2 D．3

【答案】D

【分析】根据� = 2022� + 2023，� = 2022� + 2024，� = 2022� + 2025，可以得到� − �，� − �，� − �的

值，然后将所求式子变形，然后将� − �，� − �，� − �的值代入变形后的式子计算即可．

【详解】∵ � = 2022� + 2023，� = 2022� + 2024，� = 2022� + 2025，

∴ � − � =− 1，� − � =− 2，� − � =− 1，

∴ �2 + �2 + �2 − �� − �� − ��，

= 2�2+2�2+2�2−2��−2��−2��
2

，

= �−� 2+ �−� 2+ �−� 2

2
，

= −1 2+ −2 2+ −1 2

2
，

= 1+4+1
2

，

= 3，

故选：D．

【点睛】本题考查因式分解的应用，解答本题的关键时明确题意，利用完全平方公式解答．

【变式 7-1】（2023春·重庆沙坪坝·八年级重庆南开中学校考期中）若�2 + � − 3 = 0，则�3 + 2�2 − 2� + 5

的值为 ．

【答案】8
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【分析】把�2 + �当整体代入求值，通过两次代入即可得出最后结果．

【详解】解：∵ �2 + � − 3 = 0，

∴ �2 + � = 3，

�3 + 2�2 − 2� + 5

= �3 + �2 + �2 − 2� + 5

= � �2 + � + �2 − 2� + 5

∵ �2 + � = 3，

∴原式= 3� + �2 − 2� + 5

= �2 + � + 5

= 3 + 5

= 8，

故答案为：8．

【点睛】本题考查分解因式的应用，同时也要熟练运用整体代入的方法，快速分析出所需代入的整体是解题

的关键．

【变式 7-2】（2023春·浙江杭州·八年级杭州市文晖中学校考期中）（1）当�� =− 4，� + � = 3，求� − �

的值．

（2）已知� + � = 2, �� = 3
4
，求�3� + ��3 + 2�2�2的值．

【答案】（1）±5；（2）3

【分析】（1）利用完全平方公式进行计算，即可解答；

（2）把所求代数式因式分解变形为�� � + � 2，再根据已知条件代入计算即可．

【详解】解：∵ �� =− 4，� + � = 3，

∴ � − � 2 = � + � 2 − 4��

= 32 − 4 × −4

= 9 + 16

= 25，

∴ � − � =± 5，

∴ � − �的值为±5；
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（2）∵ � + � = 2, �� = 3
4
，

∴ �3� + ��3 + 2�2�2

= �� �2 + �2 + 2��

= �� � + � 2

= 3
4

× 22

= 3，

∴ �3� + ��3 + 2�2�2的值 3．

【点睛】本题主要考查了因式分解的应用，完全平方公式的变形求值，熟练掌握因式分解的方法和完全平方

公式是解题的关键．

【变式 7-3】（2023春·江苏泰州·八年级泰州市第二中学附属初中校考期中）阅读材料：若�2 + 2�� + 2�2 −

6� + 9 = 0，求 m和 n的值．

解：∵�2 + 2�� + 2�2 − 6� + 9 = 0，

∴�2 + 2�� + �2 + �2 − 6� + 9 = 0，

∴(� + �)2 + (� − 3)2 = 0，

∴� + � = 0，� − 3 = 0，

∴� =− 3，� = 3．

像这样将代数式进行恒等变形，使代数式中出现完全平方式的方法叫做“配方法”．请利用配方法，解决下列

问题：

(1)已知�2 + 2�2 − 2�� − 8� + 16 = 0，则� =______，� =______；

(2)若� = 2�2 − 3� − 1，� = �2 − � − 4，试比较 A与 B的大小：A______B（填“>”或“<”）；

(3)已知△ ���的三边长 a、b、c都是正整数，且满足�2 + �2 − 6� − 2� + 10 = 0，求△ ���的周长．

【答案】(1)4；4

(2)>

(3)△ ���的周长为 7

【分析】、

（1）将�2 + 2�2 − 2�� − 8� + 16 = 0 变形为 � − � 2 + � − 4 2 = 0，然后根据二次方的非负性求出结果即
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可；

（2）求出� − � = � − 1 2 + 2 > 0，得出� > �即可；

（3）先根据�2 + �2 − 6� − 2� + 10 = 0 求出，� = 3，� = 1，根据三角形三边关系求出 2 < � < 4，根据 a、

b、c都是正整数，求出� = 3，最后求出结果即可．

【详解】（1）解：∵�2 + 2�2 − 2�� − 8� + 16 = 0，

∴�2 − 2�� + �2 + �2 − 8� + 16 = 0，

∴ � − � 2 + � − 4 2 = 0，

∴� − � = 0，� − 4 = 0，

解得：� = � = 4，

故答案为：4；4．

（2）解：� − � = 2�2 − 3� − 1 − �2 − � − 4

= 2�2 − 3� − 1 − �2 + � + 4

= �2 − 2� + 3

= �2 − 2� + 1 + 2

= � − 1 2 + 2，

∵ � − 1 2 ≥ 0，

∴ � − 1 2 + 2 > 0，

∴� > �．

故答案为：>．

（3）解：∵�2 + �2 − 6� − 2� + 10 = 0，

∴�2 − 6� + 9 + �2 − 2� + 1 = 0，

∴ � − 3 2 + � − 1 2 = 0，

∴� − 3 = 0，� − 1 = 0，

解得：� = 3，� = 1，

∵a、b、c是三角形的三边，

∴3 − 1 < � < 3 + 1，

即 2 < � < 4，

∵a、b、c都是正整数，
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∴� = 3，

∴△ ���的周长为� + � + � = 3 + 1 + 3 = 7．

【点睛】本题主要考查了分解因式的应用，三角形三边关系的应用，完全平方公式，解题的关键是熟练掌握

完全平方公式�2 ± 2�� + �2 = � ± � 2．

【题型 8 整式的乘除中的阅读理解类问题】

【例 8】（2023春·湖南益阳·七年级校考期中）若 x满足 60 − � � − 40 = 20，求 60 − � 2 + � − 40 2

的值．

解：设 60 − � = �，� − 40 = �，

则�� = 20，� + � = 60 − � + � − 40 = 20．

∴ 60 − � 2 + � − 40 2

= �2 + �2

= � + � 2 − 2��

= 202 − 2 × 20

= 360．

(1)若 x满足 70 − � � − 20 =− 30，求 70 − � 2 + � − 20 2
的值．

(2)若 x满足 3 − 4� 2� − 5 = 9
2
，求 3 − 4� 2 + 4 2� − 5 2

的值．友情提示（2）中的 4 2� − 5 2
可通过逆

用积的乘方公式变成 2 2� − 5 2
．

(3)若 x满足 2023 − � 2 + 2020 − � 2 = 2061，求 2023 − � 2020 − � 的值．

【答案】(1)2560

(2)31

(3)1026

【分析】本题考查了完全平方公式的运用．

（1）根据例题的解题思路进行计算，即可解答；

（2）将 3 − 4� 2� − 5 = 9
2
转化为 3 − 4� 2 2� − 5 = 9，即 3 − 4� 4� − 10 = 9，再根据例题的解题

思路进行计算，即可解答；

（3）根据例题的解题思路进行计算，即可解答．
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【详解】（1）解：设 70 − � = �, � − 20 = �，则�� =− 30，� + � = 70 − � + � − 20 = 50，

∵ �2 + �2 = � + � 2 − 2��

∴ �2 + �2 = 502 − 2 × −30 = 2560；

（2）解：∵ 3 − 4� 2� − 5 = 9
2
，

∴ 3 − 4� 2 2� − 5 = 9，即 3 − 4� 4� − 10 = 9，

设 3 − 4� = �, 4� − 10 = �，则� + � =− 7, �� = 9，

∵ 3 − 4� 2 + 4 2� − 5 2 = 3 − 4� 2 + 22 × 2� − 5 2 = 3 − 4� 2 + 4� − 10 2
，

∴ 3 − 4� 2 + 4 2� − 5 2 = �2 + �2

= � + � 2 − 2��

= −7 2 − 2 × 9

= 31；

（3）解：设 2023 − � = �, 2020 − � = �，则� − � = 3, �2 + �2 = 2061，

∴ 2�� = �2 + �2 − � − � 2

= 2061 − 32

= 2052，

∴ �� = 1026，

∴ 2023 − � 2020 − � = 1026．

【变式 8-1】（2023春·湖南邵阳·七年级统考期末）阅读材料；杨辉三角，又称贾宪三角，是二项式系数在

三角形中的一种几何排列，西方人帕斯卡发现时，已比宋代杨辉要迟 393 年．如图，根据你观察的杨辉三

角的排列规律，完成下列问题．

(1)判断 � + � 5
的展开式共有______项；写出 � + � 6

的第三项的系数是______；

(2)计算与猜想：

①计算：25 − 5 × 24 + 10 × 23 − 10 × 22 + 5 × 2 − 1

②猜想： 2� − 1 6
的展开式中含�3项的系数是______．



润禾托管

学科网（北京）股份有限公司

23

(3)运用：若今天是星期五，过 7 天仍是星期五，那么再过86天是星期______．

【答案】(1)6，15

(2)①1；②−160

(3)六

【分析】本题考查了数字类规律探索，正确理解杨辉三角是解题关键．

（1）观察发现规律补充杨辉三角，据此即可得到答案；

（2）①根据杨辉三角化简求值即可；

②将 2� − 1 6
展开，即可得到含�3项的系数；

（3）由86 = 7 + 1 6
展开可知，除了末项为 1，其他项均为 7 的倍数，据此即可得到答案．

【详解】（1）解：观察可知，展开项中的的项数比二项式乘方的次数多 1，展开式中的�是按其幂的指数由

高到低排列，�是按其幂的指数由低到高排列，首项�的次数与末项�的次数相同，都等于二项式乘方的次数，

每一行首末两项的次数都是 1，中间各项的系数等于它上一行相邻的两个系数之和，

∴ � + � 5
的展开式共有 6 项， � + � 6

的第三项的系数是 15，

故答案为：6，15；

（2）解：①25 − 5 × 24 + 10 × 23 − 10 × 22 + 5 × 2 − 1 = 2 − 1 5 = 1；

② 2� − 1 6 = 2� 6 − 6 × 2� 5 − 15 × 2� 4 − 20 × 2� 3 − 15 × 2� 2 − 6 × 2� − 1，

∴含�3项的系数是−20 × 23 =− 160，

故答案为：−160；

（3）解：∵ 86 = 7 + 1 6 = 76 + 6 × 75 + 15 × 74 + 20 × 73 + 15 × 72 + 6 × 7 + 1，

∴除了末项为 1，其他项均为 7 的倍数，

∴若今天是星期五，那么再过86天是星期六，

故答案为：六．

【变式 8-2】（2023秋·上海静安·七年级上海市风华初级中学校考期中）我们已经学习过多项式除以单项式，
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多项式除以多项式一般可用竖式计算，步骤如下：

①把被除式、除式按某个字母作降幂排列，并把所缺的项用零补齐；

②用被除式的第一项除以除式第一项，得到商式的第一项；

③用商式的第一项去乘除式，把积写在被除式下面（同类项对齐），消去相等项；

④把减得的差当作新的被除式，再按照上面的方法继续演算，直到余式为零或余式的次数低于除式的次数

时为止，被除式＝除式×商式＋余式．若余式为零，说明这个多项式能被另一个多项式整除．

例如：计算 6�4 − 7�3 − �2 − 1 ÷ (2� + 1)，可用竖式除法如图：

所以 6�4 − 7�3 − �2 − 1 除以 2� + 1，商式为 3�3 − 5�2 + 2� − 1，余式为 0．

根据阅读材料，请回答下列问题：

(1) �2 + 2� − 3 ÷ � − 1 =______；

(2)计算： �3 − �2 − 4 ÷ � − 2 ；

(3)�3 + ��2 + �� − 2 能被�2 + 2� + 2 整除，求 a、b的值．

【答案】(1)� + 3

(2)�2 + � + 2

(3)� = 1, � = 0

【分析】（1）（2）模仿例题，可用竖式计算；

（3）设商式为(� + �)，则

有�3 + ��2 + �� − 2 = (� + �) �2 + 2� + 2 = �3 + (2 + �)�2 + (2 + 2�)� + 2�，根据对应项系数相等即

可解决问题．

【详解】（1） �2 + 2� − 3 ÷ � − 1 = � + 3．
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（2） �3 − �2 − 4 ÷ � − 2 = �2 + � + 2．

（3）设商式为(� + �)，

则有�3 + ��2 + �� − 2 = (� + �) �2 + 2� + 2 = �3 + (2 + �)�2 + (2 + 2�)� + 2�,

∴− 2 = 2�,

∴ � =− 1,

∴ � = 2 + � = 1, � = 2 + 2� = 0．

【点睛】本题考查整式的乘法，解题的关键是掌握整式的乘除法运算法则，学会模仿解题，属于中考常考

题型．

【变式 8-3】（2023春·湖南怀化·七年级统考期末）阅读下列材料，解决相应问题：

“友好数对”

已知两个两位数，将它们各自的十位数字和个位数字交换位置后，得到两个与原两个两位数均不同的新数，

若这两个两位数的乘积与交换位置后两个新两位数的乘积相等，则称这样的两个两位数为“友好数对”．例如

43 × 68 = 34 × 86 = 2924，所以 43 和 68 与 34 和 86 都是“友好数对”．

(1)36 和 84 “友好数对”．（填“是”或“不是”）
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(2)为探究“友好数对”的本质，可设“友好数对”中一个数的十位数字为 a，个位数字为 b，且� ≠ �；另一个数

的十位数字为 c，个位数字为 d，且� ≠ �，则 a，b，c，d之间存在一个等量关系，其探究和说理过程如下，

请你将其补充完整．

解：根据题意，“友好数对”中的两个数分别表示为 10� + �和 10� + �，将它们各自的十位数字和个位数字

交换位置后两个数依次表示为 和 ．

因为它们是友好数对，所以 10� + � 10� + � = ．

即 a，b，c，d的等量关系为： ．

(3)请从下面 A、B 两题中任选一题作答，我选择 题．

A．请再写出一对“友好数对”，与本题已给的“友好数对”不同．

B．若有一个两位数，十位数字为� + 2，个位数字为 x，另一个两位数，十位数字为� + 2，个位数字为� + 8，

且这两个数为“友好数对”，直接写出这两个两位数．

【答案】(1)是

(2)10� + �，10� + �， 10� + � 10� + � ，�� = ��

(3)A：13 和 93（答案不唯一），B：两个两位数分别为：31 和 39

【分析】（1）计算 36 × 84 和 63 × 48，根据定义判断；

（2）利用“十位数字×10+个位数字×1”表达出交换后的两位数，结合友好数对的的定义列出等量关系，并化

简；

（3）A、结合（2）中的等量关系�� = �� 写出新的“友好数对”；B、根据“�� = ��”得 � + 2 � + 2 = � � + 8 ，

解方程得到 x，写出两个两位数．

【详解】（1）解：∵36 × 84 = 3024，63 × 48=3024，

∴36 × 84 = 63 × 48，

∴36 和 84 是友好数对，

故答案为：是．

（2）解：∵一个数的十位数字为 a，个位数字为 b；另一个数的十位数字为 c，个位数字为 d，

∴交换后十位数字为 b，个位数字为 a，另一个的十位数字为 d，个位数字为 c，

∴两个数依次表示为 10� + �，10� + �，

∵这两个数是友好数对，
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∴ 10� + � 10� + � = 10� + � 10� + � ，

化简得：�� = ��，

故答案为：10� + �，10� + �， 10� + � 10� + � ，�� = ��．

（3）解：选 A，根据�� = ��，可列举 31 和 39，13 和 93，12 和 42，21 和 24，•••

只要满足十位数字之积等于个位数字之积，且同一个数的个位与十位不同即可，

答案不唯一．

选 B，由（2）得： � + 2 � + 2 = � � + 8 ，

∴�2 + 2� + 2� + 4 = �2 + 8�，

∴4� = 4，

解得：� = 1，

∴两个两位数为：31 和 39．

选 A 或选 B 都可以，只要满足“友好数对”的定义即可．

【点睛】本题以新定义为背景，考查了学生对于数的表示、整式的运算——多项式乘以多项式、解一元一次

方程．本题解题的关键是用代数式表达两位数和交换个位和十位后的两位数，然后根据新定义列出方程．
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